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1 L 'equation de Fermat. 



1.1 Introduction. 

Les principaux objets d'etude de ce cours sont les anneaux d'entiers algebriques. La 
notion generate d'entier algebrique est introduite au chapitre 4, mais la definition est tres 
simple : un nombre complexe z est un entier algebrique s'il est racine d'un polynome 
unitaire a coefficients entiers. Exemple : tout nombre entier n (qui est racine de X — n), 
ou encore y/2, e 2l7T ^ 7 et % (qui sont racines respectives de X 2 — 2, X 7 — 1 et X 2 + 1)), mais 
pas 1/2, ni n. 

II est vrai, mais pas tout a fait evident (voir la proposition 4.1.4) que les entiers alge- 
briques forment un sous-anneau de C. 

Nous commencerons ce cours par illustrer l'importance des anneaux d'entiers alge- 
briques par des exemples : l'anneau Z[i] des « entiers de Gauss » intervient au chapitre 2 
dans le probleme des deux carres (trouver tous els entiers qui sont somme de deux carres), 
et l'anneau Z[j] (ou j = e 2m ^ 3 ) dans le probleme de Fermat en degre 3, resolu par Euler. 

Dans ce chapitre, nous allons introduire le « probleme de Fermat » general, et traiter 
quelques cas assez simples : le degre 2, connu depuis l'Antiquite, le degre 4 (resolu par 
Fermat) et l'equation de Fermat dans C[t\. 

L' equation de Fermat generale est la suivante : 

x n + y n = z n . 

Dans cette equation, n est un entier, superieur ou egal a un, et le probleme qui se pose 
est de trouver, pour n donne, toutes les solutions de cette equation, c'est-a-dire tous les 
triplets (a, b, c) dans Z 3 tels que a n + b n = c n . Avant de dire quoi que ce soit sur ce probleme 
particulier, remarquons qu'il garde un sens si on remplace Z par n'importe quel anneau (les 
anneaux seront commutatifs et unitaires dans ce cours, sauf mention explicite contraire). 
En effet, l'ensemble des solutions dans A 3 , pour un anneau A, est simplement l'ensemble 
des zeros du polynome x n + y n — z n dans A 3 . 

Si 0: A — > B est un morphisme d'anneaux et (a, b, c) dans A 3 une solution de l'equation 
de Fermat de degre n ci-dessus, alors (0(a), 0(6), 0(c)) dans -B 3 est egalement une solu- 
tion de la meme equation. En fait, cette derniere propriete est vraie pour tout systeme 
d'equations polynomials a coefficients dans Z. 

L'equation de Fermat est homogene : tous les monomes y intervenant ont meme degre. 
Une autre fagon de dire cela est : si A est un anneau, (a, 6, c) dans A 3 et A dans A 
non diviseur de zero, alors (a, 6, c) est une solution si et seulement si (Aa, A6, Ac) l'est. 
Geometriquement, cela s'exprime en disant que l'ensemble des solutions est un cone, et 
(au moins sur un corps) la propriete pour (a, 6, c) d'etre une solution ne depend que de 
la « droite » A(a,b,c), done que de l'image de (a, 6, c) dans le « plan projectif » sur A. 
En general, quand on considere des systemes d'equations polynomiales homogenes, on a 
interet a considerer les solutions dans l'espace projectif correspondant, car cela fait baisser 
la dimension du probleme (e'est a dire, le nombre de variables) d'un. 
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L'homogeneite de l'equation de Fermat entraine egalement une relation entre les en- 
sembles de solutions dans Z et dans Q, que nous allons maintenant expliquer. 

Pour r > 0, un element ( ) de Z r est dit primitif si pgcd(ai, . . . , a r ) = 1. En 

particulier, un element primitif de Z r est non nul, et tout a non nul dans Z r est de la forme 
da', avec d dans Z et a' primitif (d est alors un pgcd des a^). Le groupe Z x = {1,-1} 
des elements inversibles de Z opere par homotheties sur l'ensemble Prim(Z r ) des elements 
primitifs de Z r , et on nous noterons P(Z r ) le quotient Prim(Z r )/Z x . Ceci est l'analogue sur 
Z de la definition usuelle de l'espace projectif P(Q r ) := (Q r — {0})/Q x . Avec ces definitions, 
on a la proposition suivante. 

1.1.1 Proposition. L'inclusion de Prim(Z r ) dans Q r — {0} induit une bijection entre 
P(Z r ) et P(Q r ). 

En d'autres termes : « toute droite (sous-Q-espace vectoriel de dimension 1) de Q r contient 
un element de Prim(Z r ), unique au signe pres ». 

La verification est laissee comme exercice ; disons seulement que l'application inverse 
est obtenue comme suit : pour a non nul dans Q r , on prend un denominateur commun d 
des aj, c'est-a-dire un d dans Z non nul tel que les dai sont entiers, et on ecrit da = ea' 
avec e dans Z et a' dans Z r primitif. (Une autre fagon de construire l'application inverse 
est de montrer que pour a ^ dans Q r l'intersection Q-a D Z r est un Z-module libre de 
rang un, et d'en prendre les deux generateurs.) 

Soit maintenant n > 1. Notons X l'ensemble des solutions primitives dans Z 3 de 
l'equation x n + y n = z n , et Y l'ensemble des solutions non nulles dans Q 3 de l'equation 
x n + y n = z n . Le groupe Z x = {1, — f } des inversibles de Z opere par homotheties sur X, 
et, de la meme fagon, Q x opere sur Y. Soient X := X/Z x et Y := Y/Q x les quotients de 
ces actions. Alors la proposition precedente implique que l'inclusion de X dans Y induit 
une bijection de X vers Y. 

1.2 L'equation de Fermat, degre 1. 

II n'y a pas grand-chose a dire. Pour tout anneau A, (a, b, c) dans A 3 est une solution 
si et seulement si c = a + b. Autrement dit, nous avons une bijection de A 2 vers l'ensemble 
des solutions, qui envoie (a, b) vers (a, 6, a + b). 

1.3 L'equation de Fermat, degre 2, sur Z. 

Ici, nous suivons [Samuel, §1.2]. II s'agit maintenant de l'equation : 

2,2 2 

x + y = z . 

Les solutions (a, b, c) avec a, b et c des entiers positifs et abc non nul, sont appeles triplets 
pythagoriciens. Notons que de toute fagon, (a, b, c) G Z 3 est une solution si et seulement si 
tous les triplets (±a, ±b, ±c) sont des solutions. II nous suffit de trouver toutes les solutions 
dans N 3 . Nous allons classifier les triplets pythagoriciens primitifs, a l'aide de la factorialite 
de l'anneau Z. On procede par les etapes suivantes. 
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1. Soit (a,b,c) un triplet pythagoricien. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(a) pgcd(a,6,c) = 1, 

(b) pgcd(a,6) = 1, 

(c) pgcd(a,c) = 1, 

(d) pgcd(6,c) = 1. 

(En effet, si (a, b, c) est pythagoricien et si par exemple un nombre premier p divise 
a et b, alors p divise a 2 + b 2 , done c 2 , done c.) 

2. Soit (a, 6, c) un triplet pythagoricien primitif. Alors c est impair, et a ou 6 est pair 
(pour le voir, on utilise que les carres dans Z/4Z sont et 1). 

3. Soit (a, b, c) un triplet pythagoricien primitif avec b pair. On ecrit 

/6x2 c — a c + a 
^2) ~ ~~2 2~~ 

et Ton remarque que (c — a)/2 et (c + a)/2 sont entiers (a et c sont impairs) et 
premiers entre eux (l'ideal de Z qu'ils engendrent contient c et a, done 1). Comme 
leur produit est un carre, on en deduit (parce que Z est factoriel et qu'ils sont positifs) 
que ce sont des carres : il existe u et v dans N, premiers entre eux, tels que < u < v, 
(c-a)/2 = u 2 et( c+a)/2 = v 2 . On en conclut que les triplets pythagoriciens primitifs 
avec b pair sont les triplets 

{0 < u < v 
u, v premiers entre eux 
uv pair 

(sans la derniere condition, v 2 — u 2 et v 2 + u 2 seraient pairs et (v 2 — u 2 , 2uv, v 2 + u 2 ) 
ne serait pas primitif ; reciproquement, avec u et v premiers entre eux le seul nombre 
premier qui puisse diviser v 2 — u 2 et v 2 + u 2 est 2, ce qui est exclu si uv est pair). 

Une autre fagon de faire la liste de tous les triplets pythagoriciens est la suivante, que 
l'on pourrait appeler « parametrisation rationnelle du cercle ». A un triplet pythagoricien 
(a, 6, c) on fait correspondre le point (a/c, b/c) du cercle C dans 1R 2 de rayon un et de 
centre 0. Un point de C est dit rationnel si ses deux coordonnees sont rationnelles. En 
considerant les droites passant par le point rationnel evident (—1,0), on montre que tout 
autre point rationnel de C est de la forme 

((l-t 2 )/(l + t 2 ),2t/(l + t 2 )), 

avec t dans Q (t etant la pente de la droite consideree). En effet, pour t dans K. notons 
D t la droite dans M. 2 qui passe par (—1,0) et qui est de pente t, et notons (x(t),y(t)) le 
deuxieme point d'intersection de D t avec le cercle C. Alors t est rationnelle si et seulement 
si (x(t),y(t)) Test (si (x(t),y(t)) est rationnelle, D t contient deux points rationnels, done 
sa pente est rationnelle, si t est rationnelle, le deuxieme point d'intersection est de la 
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forme (—1,0) + X(l,t) avec A dans M solution d'une equation de degre deux a coefficients 
rationnels et avec une racine rationnelle ; un petit calcul donne la formule). En ecrivant 
t = u/v avec u et v des entiers premiers entre eux, on obtient de nouveau la classification 
des triplets pythagoriciens primitifs obtenue plus haut. 

1.4 L'equation de Fermat, degre n > 3, sur <C[i\. 

En 1993, Andrew Wiles a montre qu'il n'y a pas de solutions non triviales a l'equation 
de Fermat dans Z, 3 , en tout degre > 3. Malheureusement, la demonstration est beaucoup 
trop difficile pour etre expliquee dans ce cours. Pour ceux qui veulent voir comment cela 
marche, voir par exemple le livre de Cornell, Silverman et Stevens [CSS], ou les deux exposes 
au Seminaire Bourbaki par Serre et Oesterle, en juin 1995, ou le numero 22 du magazine 
Quadrature, ete 1995 (Editions du choix, Argenteuil). Signalons aussi que Kummer, au 
19eme siecle, avait deja demontre le theoreme de Fermat pour de nombreux exposants 
premiers. 

Ce que nous pouvons faire avec les techniques a notre disposition, est resoudre ces 
equations dans l'anneau C[t]. 

1.4.1 Theoreme. Soit n > 3 entier. Si a, b et c dans C[t] satisfont a n + b n = c n et sont 
premiers entre eux (pgcd(a, b, c) = 1 ), alors a, b et c sont de degre zero, c'est a dire, sont 
dans C. 

Preuve. La methode s'appelle « la descente infinie ». Supposons done qu'il existe au 
moins une solution non constante. Soit alors (a, b, c) une telle solution ou le maximum des 
degres de a, b et c est minimal. Notons tout d'abord que a, b et c sont non nuls, premiers 
entre eux dans leur ensemble (vu la minimalite) done premiers entre eux deux a deux 
(meme argument que dans Z), et qu'au plus un d'entre eux est constant. On a : 

a n = c n_ b n = "Q( c _^). 

C n =i 

Les facteurs c — (b sont premiers entre eux deux a deux, car pour ( C l es polynomes 
c — (b et c — ('b sont C-lineairement independants dans C[t], done le sous-C-espace vectoriel 
qu'ils engendrent contient b et c qui sont premiers entre eux. Par la factorialite de C[t], 
nous obtenons que les c — (b sont des puissances n-iemes, a des inversibles pres. Mais les 
inversibles sont les constantes non nulles, qui sont elles-memes des puissances n-iemes. II 
existe done des polynomes xq dans C[t] tels que 

c-{b = xl 

Comme les c — (b sont premiers entre eux deux a deux, les le sont egalement. En 
considerant les termes dominants de c et de b, on voit qu'au plus un des x^ est constant. 
Prenons maintenant n'importe quel triplet x, y, et z parmi les x^ (c'est possible parce que 
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n > 3). Comme x n , y n et z n appartiennent au sous-espace de C[t] engendre par b et c, il y 
a une relation lineaire non triviale parmi eux, disons : 



avec a, (3 et 7 dans C, non tous nuls. Mais comme chaque element de C est une puissance 
n-ieme, nous trouvons, en choisissant des racines niemes de a, f3 et 7, une relation : 



avec xi, yi et z\ premiers entre eux deux a deux, non tous constants, et de meme degre 
que x, y et z, respectivement. Mais cela contredit la minimalite en termes des degres de la 



Avant de continuer, notons que nous avons utilise que l'anneau C[t] est factoriel, et que 
tout inversible de C[t] est une puissance n-ieme. Ce sont exactement ces deux proprietes qui 
posent un probleme pour les anneaux Z[e 2ni/n }. Le defaut de factorialite de tels anneaux, 
ainsi que leurs groupes multiplicatifs, seront etudies plus tard dans ce cours. Signalons aussi 
que la methode qui a conduit a une preuve du theoreme de Fermat n'est pas d'etudier en 
grand detail les anneaux Z[e 27rl//n ], mais plutot des anneaux de la forme Z[x, y]/(y 2 = 
x 3 + ax + b), (c'est a dire, en langage geometrique, des cubiques planes ou « courbes 
elliptiques »). 

1.5 L'equation de Fermat, degre 4, sur Z. 

Ici nous suivons [Samuel, §1.2]. Nous allons montrer plus precisement : 

1.5.1 Theoreme. (Fermat) Soient x, y et z dans Z tels que x 4 + y 4 = z 2 . Alors xyz = 0. 

Preuve. Raisonnons par l'absurde (en laissant les details au lecteur). Soit (x,y,z) dans 
N 3 avec x 4 + y 4 = z 2 , xyz 7^ 0, et z minimal. Pour obtenir une contradiction, on procede 
par etapes : 

1. x, y et z sont deux a deux premiers entre eux (verifiez : attention, l'equation n'est 
pas homogene !). 

2. L'equation dit done que (x 2 ,y 2 ,z) est un triplet pythagoricien primitif. Apres per- 
mutation, si necessaire, de x et y, on a x et z impairs, y pair. II existe alors u et v 
dans N, premiers entre eux, avec u > v , tels que : 



ax n + (3y 



x n 1 +y n 1 = z?, 




□ 




2uv 
u 2 + v 2 . 



7 



3. La relation (2.1) dit que (x,v,u) est pythagoricien primitif; comme x est impair, il 
existe a et b positifs et premiers entre eux tels que 



(3.1) x = a 2 -b 2 

(3.2) v = 2ab 

(3.3) u = a 2 + b 2 . 



4. En combinant (2.2) et (2.3), on trouve 

(y/2) 2 = uab 

avec a et b premiers entre eux, et premiers avec u (car 2ab = v, premier avec u). 
Comme en outre a, b et u sont positifs ce sont done des carres : 

2 2 l t2 

u — c , a = e, o = j 

ce qui, reporte dans (3.3), donne c 2 = e 4 + / 4 . On a done une nouvelle solution non 
triviale (e, /, c) de l'equation de depart. Pour arriver a une contradiction, il reste a 
voir que c < z : mais l'equation (2.3) implique z > u 2 , e'est-a-dire z > c 4 > c, d'ou 
la contradiction cherchee. 

□ 
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2 Les entiers de Gauss et le theoreme des deux carres. 



2.1 Un peu d'arithmetique dans 

Le but de cette section est d'abord de comprendre comment se factorisent les nombres 
premiers dans Z[i], et d'appliquer le resultat pour determiner quels entiers sont somme 
de deux carres. Les resultats de cette section se trouvent dans [Samuel, §5.6], mais y sont 
demontres de fagon moins elementaire. 

Bien entendu, Z[i] designe la sous-Z-algebre (c'est-a-dire le sous-anneau) de C engendre 
par i, c'est-a-dire l'ensemble des nombres complexes de la forme P(i), pour P e Z\X\. Ses 
elements sont souvent appeles « entiers de Gauss ». On voit tout de suite que ce sont les 
nombres complexes de la forme a + ib, avec a et b entiers (en effet ceux-ci sont evidemment 
dans Z[i], et ils forment deja un sous-anneau de C). Plus precisement : 

2.1.1 Proposition. Notons A := Z[i}. 

(i) L'homomorphisme de Z[X] dans A donne par P i— > P(i) induit par passage au 
quotient un isomorphisme 

Z[X]/(X 2 + 1)^A 

En particulier, A est un Z-module libre de rang 2 (plus precisement, est une 

base de ce Z-module) . 

(ii) Le groupe des automorphismes de Vanneau A est {Id, a}, oil a designe la conjugaison 
complexe. 

(iii) L 'application « carre du module » induit une application, appelee « norme » : 

N : A — ► N 
z = a + ib i — > N(z) := zz = a 2 + b 2 

(oil a etb sont supposes entiers !). Cette application respecte la multiplication, et Von 
a N(z) = si et seulement si z = 0. 

(iv) Pour z G A, on a I 'equivalence : 

zeA x ^ N(z) = 1. 

On a A x = {±1, ±i} ; c'est un groupe cyclique d'ordre 4. 

(v) L'anneau A est euclidien (done principal, done factoriel). 

Preuve. (i) Notons (p : Z*[X] — > A l'homomorphisme en question. II est clair que <p est 
surjectif (par definition de A), et d'autre part tpiX 2 + 1) = 0, done ip passe au quotient en 
un morphisme surjectif d'anneaux Tp : Z[X]/(X 2 + 1) — > A. Notons x la classe de X dans 
Z[X]/(X 2 + 1) Comme X 2 + 1 est unitaire, la division euclidienne par X 2 + 1 dans Z[X] 
montre que tout element de Z[X]/(X 2 + 1) s'ecrit de fagon unique sous la forme a + bx 
(avec a et b entiers). Comme Tp est surjectif, on en deduit que tout z e A peut s'ecrire 
sous la forme z = Tp[a + bx) = a + ib; l'unicite de cette ecriture est immediate, et montre 
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en outre que f est injectif, done finalement bijectif. (Bien entendu, ces arguments peuvent 
etre rendus completement elementaires : exercice!). 

(ii) II est immediat que a est un automorphisme de A ; pour voir que e'est le seul (outre 
l'identite), il suffit de remarquer qu'un automorphisme r est determine par r(i) (en vertu 
de (i)), et que Ton doit avoir r(i) 2 = r(i 2 ) = r(— 1) = —1, done r{i) = ±i. 

(iii) est immediat et laisse au lecteur. 

(iv) Comme N(l) = 1 et que N respecte la multiplication, si z est inversible dans A alors 
N(z) est inversible dans N done egal a 1. Reciproquement si z G A verifie N(z) = 1, alors 
zz — 1 done z G A x (avec pour inverse z = cr(z)). 

En consequence, A x est l'ensemble des z = a + ib avec a et b dans Z et a 2 + b 2 = 1 ; on 
en deduit immediatement que A x = {±1, ±i}. 

(v) Montrons que l'application N : A — > N est une « jauge euclidienne », e'est-a-dire que : 

(a) pour tout z G A, on a N(z) = si et seulement si z = ; 

(b) pour tous a et b G A avec b ^ 0, il existe q et r dans A tels que a = bq + r et 
N(r) < N(b). 

La premiere assertion a deja ete vue. Pour la seconde, considerons le nombre complexe 
z = a/b. Les conditions ci-dessus s'ecrivent z = q + (r/b) et \r/b\ < 1. II s'agit done de 
trouver (etant donne z G C) un element q de A tel que \q — z\ < 1, ce que le lecteur fera a 
l'aide d'un dessin (en fait on peut trouver q tel que \q — z\ < y/2/2). □ 

Vu l'assertion (v) ci-dessus, la question naturelle qui se pose est de trouver les elements 
irreductibles (ou « premiers ») de A. La reponse est fournie par le theoreme suivant (ou 
Ton pose encore A = Z[i]) : 

2.1.2 Theoreme. (1) Soit p un nombre premier. Alors : 

(i) si p = 2, alors p — (1 + — i) — i (1 — i) 2 ; de plus 1 — % est irreductible dans A, de 
norme 2 (et il en est de meme de 1 + i, qui lui est associe) ; 

(ii) si p = — 1 (mod 4), alors p est irreductible dans A (de norme p 2 ) ; 

(iii) si p = 1 (mod 4), alors p = nW, oil n G A et son conjugue W sont irreductibles de 
norme p, et non associes entre eux. 

(2) Inversement, tout element irreductible de A est : 

(a) soit associe a 1 — i (et de la forme ±1 ±i), et de norme 2 ; 

(b) soit associe a un nombre premier p = — 1 (mod 4), et de norme p 2 ; 

(c) soit de norme p, nombre premier congru a 1 modulo 4, et associe a un element n 
comme en (iii) ci-dessus. 

Preuve. (On rappelle que deux elements x et y de A sont associes s'il existe u G A x tel 
que y = ux.) 

(1) Remarquons que si z G A et si N(z) est un nombre premier, alors z est irreductible : 
ceci resulte des assertions (iii) et (iv) de 2.1.1. 

(i) est immediat. 
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Pour montrer (ii) et (iii), on remarque d'abord que (puisque A est principal) un element 
b non nul de A est irreductible si et seulement si l'anneau A/bA est un corps. Or il resulte 
de 2.1.1 (i) que, si b G Z, on a A/bA = ¥ p [X]/(X 2 + 1). On a alors le resultat bien connu 
suivant (voir cours de licence) : 

2.1.3 Lemme. Soit p un nombre premier impair. On a alors les equivalences : 

p = 1 (mod 4) —1 est un carre dans Z/pZ X 2 + 1 n'est pas irreductible 

dans (Z/pZ) [X]. □ 

Revenons a 2.1.2, et montrons (ii) : d'apres le lemme, si p = — 1 (mod 4), alors l'anneau 
A/pA est un corps (puisque X 2 + l est irreductible dans F P [X]), done p est bien irreductible. 

(iii) Si p = —1 (mod 4), alors, toujours d'apres le lemme, X 2 + 1 a une racine a dans F p 
(et en fait deux racines distinctes), d'ou un morphisme d'anneaux 

Lp : A = Z[X]/(X 2 + 1) — > F p 

envoyant la classe de X (e'est-a-dire l'element % de A) sur a, et de fagon generale la classe 
d'un polynome P sur P(a). Ce morphisme est evidemment surjectif (car son image contient 
1, qui engendre F p comme groupe additif). 

Comme A est principal le noyau de <p est engendre par un element ir, et ce noyau 
contient evidemment p de sorte que it divise p dans A. Ecrivant p = im', on remarque 
que : 

- p 2 = N(p) = N(n) N(tt') dans N ; 

- 7r n'est pas inversible (sinon ker ip = A, absurde) done N(ir) ^ 1 ; 

- 7r' n'est pas inversible : sinon on aurait kenp = pA, mais |A/kery9| = |F p | = p, alors 
que \A/p A\ = p 2 d'apres 2.1.1 (i) par exemple. Done N(ir') ^ 1. 

La seule possibilite est done que N(ir) = N(ir') = p (de sorte que ir est irreductible, mais 
on le savait deja puisque A/n A est isomorphe a F p ). En outre, vu la definition de la norme, 
ceci donne nn = p, comme annonce en (iii). II reste a voir que n et n ne sont pas associes : 
pour cela, on ecrit 7r = a + ib avec a et b entiers et a 2 + b 2 = p, et on suppose que n = un 
avec u G {±1,±?} (utilisant 2.1.1 (iv)) : il suffit d'eliminer les quatre cas, ce que le lecteur 
fera bien tout seul. 

Montrons la partie (2) de l'enonce. Soit a G A irreductible. Bien entendu, a divise 
(dans A) l'entier N(a) = a a, qui est > 1 puisque a n'est pas inversible (cela fait partie de 
la definition d'un irreductible). Done N(a) est un produit (non vide) de nombres premiers ; 
comme a est irreductible et que A est factoriel, a divise l'un de ces facteurs ; appelons-le 
p. En particulier N(a) divise N(p) = p 2 (et est ^ 1, rappelons-le). 

Si a est associe a p, alors p est irreductible dans A et Ton est dans le cas (b) de l'enonce. 
Sinon, N(a) divise strictement p 2 done est egal a p, et Ton est dans le cas (a) ou le cas (c). 
□ 

2.1.4 Remarque. Pour un nombre premier p, considerons l'anneau A/pA : 
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- il est isomorphe, comme anneau, a F P [X]/(X 2 + 1) (et, comme groupe abelien, a 
Z 2 /pZ 2 = (Z/pZ) 2 ); 

- si p = — 1 (mod 4), on a vu au cours de la demonstration que A/pA est un corps (a 
p 2 elements, d'apres ce qui precede) ; 

- si p = 1 (mod 4), soient ±a les deux elements de carre —1 dans F p : alors on a un 
isomorphisme d'anneaux 

A/pA^^Fp x F p (anneau produit) 

envoyant la classe de % sur (a, —a) ; 

- si p = 2, on a A/pA = F 2 [X]/(X 2 + 1) = F 2 [X]/((X + l) 2 ) = F 2 [Y]/(Y 2 ) (ou le 
dernier isomorphisme envoie X sur Y — 1). 

Le cas p = 2 est done le seul ou A/pA ne soit pas reduit (e'est-a-dire admette un element 
nilpotent non trivial, en l'occurrence la classe de 1 — i). 

2.2 Le theoreme des deux carres. 

Si n et un entier et p un nombre premier, on note v p (n) l'exposant de p dans la decom- 
position de n en facteurs premiers. (Cette notation sera generalisee plus loin, cf. 3.3.1). 

2.2.1 Theoreme. Un nombre premier p est la somme de deux carres (d'entiers) si et 
seulement si p = 2 ou p = 1 (mod 4) (Fermat). 

Un entier positif n est somme de deux carres si et seulement si v p (n) est pair pour tout 
nombre premier p qui est —1 modulo 4. 

Preuve. Bien entendu, n G N est somme de deux carres si et seulement si n est la norme 
d'un element de A = Z[i\. On en deduit immediatement la premiere assertion (le cas ou n 
est premier), compte tenu du theoreme 2.1.2. 

Soit n dans N, non nul. Supposons d'abord que v p (n) est pair pour tout nombre premier 
p = —1 (mod 4). Alors, d'apres l'assertion precedente, n est produit de sommes de deux 
carres. Or, dans tout anneau commutatif, l'ensemble des sommes de deux carres est stable 
par produit, en raison de l'identite 

(a 2 + b 2 )(c 2 + d 2 ) = (ac - bd) 2 + (ad + be) 2 

(que Ton retrouve facilement en ecrivant « formellement » a 2 + b 2 = (a + ib)(a — ib), etc.). 
Done n est bien somme de deux carres. 

Reciproquement, supposons que n = a 2 + b 2 avec a et b dans Z. On a done n = N(a) 
avec a = a + bi G A. Comme A est factoriel, a est de la forme u 7Ti . . . 7r r avec u G A x et les 
7Tj irreductibles dans A. Comme N(u) = 1, on a n = N(ni) . . . N(ir r ). Mais une consequence 
de 2.1.2 est que chaque N(iTi) est soit 2, soit un nombre premier = 1 (mod 4), soit le carre 
d'un nombre premier = — 1 (mod 4), d'ou la conclusion. □ 
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On verra en TD un algorithme efncace pour trouver une factorisation dans Z[i] d'un 
nombre premier p = 1 (mod 4). Cet algorithme est assez simple, et utilise des particularites 
de Z[i] (etre engendre par une racine de l'unite d'ordre 4, et etre euclidien). Dans des cas 
plus generaux, signalons qu'il existe des algorithmes efficaces pour factoriser des polynomes 
sur les corps finis (algorithme de Berlekamp) et pour trouver des elements courts dans des 
reseaux (LLL : Lenstra-Lenstra-Lovasz) ; pour ces algorithmes, voir [Cohen]. 

2.2.2 Theoreme. (Lagrange) Tout n dans N est somme de quatre canes. 

Pour la preuve, que nous ne donnerons pas ici par manque de temps, voir [Samuel, §5.7]. 
L'idee de la preuve est la meme que celle du theoreme des deux carres, mais on remplace 
Z[i] par un sous-anneau convenable de la Q-algebre (non commutative) des quaternions : 
Q © Qi © Qj © Qk, avec i 2 = j 2 = k 2 = -1, et ij = -ji = k. Cette Q-algebre est une 
algebre a division : tout element non nul admet un inverse. Le sous-anneau Z©Zi©Zj©ZA; 
ne suffit pas car il n'est pas « euclidien » (il est facile de verifier qu'il n'est pas euclidien 
pour la norme euclidienne). Le sous-anneau (« ordre ») que l'on prend est celui engendre 
par i, j, k et (1 + i + j + k)/2. Une fagon d'ecrire cet ordre est : 

{(a + bi + cj + dk)/2 \a,b,c,d G Z, a = b = c = d mod 2}. 
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3 Le « theoreme de Fermat » en degre 3. 

3.1 Introduction. 

Nous allons demontrer dans ce chapitre le 

3.1.1 Theoreme. (Euler) Soient a, b, c entiers veriGant a 3 + b 3 = c 3 . Alors abc = 0. 

Ce resultat ne figure pas dans [Samuel]. Nous suivons [I-R, §17.8]. La methode est la meme 
que dans le cas des polynomes (1.4.1) : factoriser apres adjonction des racines cubiques 
de l'unite, et descente infinie. Nous commengons par quelques resultats sur le sous-anneau 
A := Z[j], avec j 2 + j + 1 = 0, de C ; on observera l'analogie avec 2.1.1. 

3.2 Un peu d'arithmetique dans Z[j]. 
On note j le nombre complexe 

._ Z l + ivg _ 2ln/3 
2 

On rappelle que j est une racine cubique primitive de l'unite, et est racine du polynome 
X 2 + X + 1. (En particulier, j 2 = (— 1 — i^/3)/2 est a la fois le carre, l'inverse et le conjugue 
de j : il est souvent utile de s'en souvenir dans les calculs). On note A = Z[j] le sous-anneau 
de C engendre par j. En utilisant la relation j 2 = — 1 — j, on voit tout de suite que A 
est aussi l'ensemble des nombres complexes de la forme a + bj, avec a et b entiers. Plus 
precisement : 

3.2.1 Proposition. (i) L'homomorphisme de 7*[X] dans A donne par P i— > P(j) induit 
par passage au quotient un isomorphisme 

Z[X]/{X 2 + X + 

En particulier, A est un 'L-module libre de rang 2 (plus precisement, (1, j) est une 
base de ce 7L-module). 

(ii) Le groupe des automorphismes de Vanneau A est {Id, a}, oil a designe la conjugaison 
complexe. 

(iii) L 'application « carre du module » induit une application, appelee « norme » : 

N : A — > N 
z = a + bj i — > N(z) := zz = a 2 — ab + b 2 

(oil a etb sont supposes entiers !). Cette application respecte la multiplication, et Von 
a N(z) = si et seulement si z = 0. 

(iv) Pour z G A, on a I 'equivalence : 

zeA x ^ N(z) = 1. 
On a A x = {±1, ±j, ±j 2 } ; c'est un groupe cyclique d'ordre 6. 
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(v) L'anneau A est euclidien (done principal, done factoriel). 

Preuve. La plupart des arguments sont entierement analogues a ceux de 2.1.1 ; nous 
laissons done les details au lecteur. Pour le calcul de A x dans (iv), le plus simple est de 
remarquer que a + bj = (a — (6/2)) + ib\^3/2 de sorte que si \a + bj\ — 1 on a |6| < 1 
d'ou 6 G {0, ±1}. Pour (v) on montre encore que la norme est une jauge euclidienne, par 
le meme argument que dans 2.1.1 (v). □ 

Comme A est principal, on peut se poser, comme pour Z[i], le probleme de trouver les 
irreductibles de A. Nous ne le ferons pas ici ; nous aurons seulement besoin d'un element 
irreductible particulier, tres analogue a l'element 1 — i de Z[i] : 

3.2.2 Proposition. L'element X := 1 — j de A est premier, et le quotient A/XA est un 
corps a trois elements. Une factorisation de 3 dans A est la suivante : 3 = — j 2 X 2 . 

Preuve. La relation 3 = — j 2 X 2 est immediate ; d'autre part on a N(X) = 3, done A est 
premier et A/XA est un corps. 

Dans F 3 , l'element 1 est racine (double) du polynome X 2 + X + 1, d'ou un morphisme 
d'anneaux A = Z[X]/(X 2 + X + 1) — > F 3 , envoyant j sur 1 et done A sur 0, d'ou un 
morphisme A/XA — > F 3 , evidemment surjectif done bijectif puisque A/XA est un corps et 
F 3 ^{0}. ! □ 

Faisons quelques exemples de factorisation dans A. Factorisons par exemple 3+j et 4— j. 
D'abord, N(3+j) = 3 2 — 3+1 = 7 est premier, done 3+j est premier, ainsi que 3 + j = 2—j. 
La factorisation de 4 — j est plus interessante. On a iV(4 — j) = A 2 + 4 + 1 = 21 = 3-7. On 
essaie alors de diviser 4 — j par un element de norme 3, par exemple 1 — j. On trouve : 

4-J = 4-j 1-j 2 = 4-4j 2 -j + l . 
1-3 1-j'l-j' 2 3 ' h 

Comme 3 + j est premier, on a la factorisation 4 — j = (1 — j)(3 + j) en elements premiers 
deA 

3.2.3 Lemme. Les cubes dans A/9A = A/X 4 A sont 0, ±1, ±A 3 . 

Preuve. On calcule dans A = A/9 A. On remarque d'abord que, pour x et y dans A, on 
a (x + 3y) 3 = x 3 : autrement dit, x 3 ne depend que de la classe de x modulo 3, ou, ce qui 
revient au meme, modulo A 2 . 

D'autre part, comme A/XA = F 3 , tout element de A est de la forme e + Aa, avec 
e G {0, ±1} et a G A. En recommengant avec a, on en deduit que tout x G A est congru 
modulo A 2 a un e + Xe' avec e et e' dans {0, ±1} ; il sufflt done de voir que 

V(e, e') G {0, ±1} 2 , on a (e + Ae') 3 e {0, ±1, ±A 3 }. 
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C'est clair si e = ou si e' = 0. Sinon, on developpe : 

(e + Ae') 3 = e 3 + 3 Xe 2 e' + X 3 e' 3 (formule du binome, et 3 A 2 = dans A) 
= e + 3Xe' + X 3 e' (e,e?e{±l}) 
= e + (3X + X 3 )s' 

et un calcul immediat donne 3 A + A 3 = 3 A 2 qui est nul dans A, d'ou (e + Xe') 3 = e, cqfd. 
□ 

3.3 Preuve du theoreme. 

Nous allons montrer un resultat plus fort, en travaillant dans A = Z[j] au lieu de Z et 
en introduisant une « inconnue » inversible dans l'equation ; cela est necessaire pour faire 
fonctionner la descente infinie (qui se fera cette fois en termes de divisibility par A). 

3.3.1 Notation. Soit A un anneau factoriel, a dans A non nul, et p dans A premier. 
Nous notons alors v p (a) le nombre de facteurs p dans la decomposition de A en facteurs 
irreductibles. 

En d'autres termes, on a v p (a) = max{r e N | p r divise a}, et a s'ecrit a = p Vp ^a' ' , 
avec a' G A non divisible par p (et done premier a p) . 

3.3.2 Theoreme. Supposons que x, y et z sont dans A et que u est dans A x tels que 
x 3 + y 3 = uz 3 . Alors xyz = 0. 

Preuve. Par l'absurde. Supposons done donnes x, y, z dans A et u dans A x , avec x 3 +y 3 = 
uz 3 et xyz ^ 0. Par l'argument habituel, nous pouvons supposer que x, y et z sont deux a 
deux premiers entre eux. 

Montrons que X\xyz, et que si X\xy, alors u = ±1. Supposons done que X\xy. Alors A 
ne divise pas uz 3 , done on a ±1 = ±u dans A/X 3 A. Cela veut dire que A 3 divise u — 1 ou 
u + 1. II en resulte que u — ±1. (Par exemple, on peut utiliser que \u ± 1| < 2 tandis que 
|A 3 | = 3^ > 2.) Nous avons done montre la deuxieme assertion. Montrons la premiere. 
Supposons que A ne divise pas xyz. Alors {x 3 ,y 3 ,z 3 } C {1,-1} dans A/X A A. Mais alors 
on a u = ±2 dans A/ A 4 A Cela veut dire que A 4 divise u — 2 ou u + 2. Mais 1 < \u ± 2| < 3 
tandis que |A 4 | =9, ce qui est une contradiction. 

Ceci nous ramene au cas ou nous avons x, y, z et u dans A, avec u dans A x , x 3 +y 3 = uz 3 , 
et A|z. Nous allons maintenant produire un tel quadruplet (x f , y', z f , u') avec v\{z') < v\{z) ; 
ce sera la contradiction cherchee. Allons-y. 

Notons tout d'abord que les classes de x 3 et y 3 dans A/X^A sont deux cubes inversibles 
(car x et y sont premiers avec A) done egaux a ±1 d'apres 3.2.3. Comme leur somme est 
divisible par A 3 (puisque x 3 + y 3 = uz 3 ), cette somme est nulle. Done A 4 |w,2 3 , done A 2 |^. 
Nous ecrivons maintenant : 

(a: + y) (x + jy) (x + j 2 y) = x 3 + y 3 = uz 3 . 
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Comme \ 6 \uz 3 , au moins un des facteurs de gauche est divisible par A 2 ; en remplagant y 
par jy ou j 2 y si necessaire, on a A 2 |(x + y) (notons que ces substitutions ne changent pas 
z, ce qui est important pour notre argument). 

Montrons qu'alors V\(x + jy) = V\(x + j 2 y) = 1. Pour x + jy par exemple, on ecrit : 

x + jy = (x + y) + (j - 1) y = (x + y) - A y 

et on remarque que puisque v\(x + y) > 2 et v\(\y) = 1, le troisieme membre est divisible 
par A mais pas par A 2 ; le calcul de v\(x + j 2 y) est analogue (cet argument de « valuation » 
est typique!). Nous avons done : 

v x (x + y) = 3v x (z) -2, v x (x + jy) = l, v x (x + j 2 y) = 1. 

Le fait que det( 1 } ) = —A montre que (x + y)A + [x + jy)A = XA, et de meme on trouve 
que x + y, x + jy et x + j 2 y ont, deux a deux, A comme pged. La factorialite de A donne 
l'existence d'elements a, (5 et 7 de A qui sont premiers a A et premiers entre eux deux a 
deux, et d'elements ui, u 2 et u 3 de A x , tels que : 

x + y = m A 3 ^ {2) " 2 a 3 , x + jy = u 2 \(3 3 , x + j 2 y = u 3 X-f 3 . 

La combinaison lineaire avec coefficients 1, j et j 2 de ces trois equations, divisee par A, 
donne : 

= Ul A 3 " aW " 3 a 3 + j u 2 f3 3 + j 2 u 3 7 3 . 

On pose maintenant X\ := (3, y\ := 7, et Z\ := A" A ^ _1 a. Alors on a, avec S\ et e 2 dans A x 
convenables : 

x 3 + e iy 3 = e 2 z\. 

Comme \ 3 \z\ (car v\(z) > 2), on a e± = ±1 dans A/X 3 A, ce qui montre que E\ = ±1 (dans 
A). En remplagant y± par — y\ si necessaire, on obtient done : 

x 3 + y 3 = e 2 z 3 , 

avec i>a(zi) = v\(z) — 1. □ 
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4 Anneaux des entiers dans les corps de nombres. 



4.1 Elements entiers. 

Maintenant que nous avons vu quelques applications non triviales de l'arithmetique 
dans des anneaux tels que Z[i] et Z[j], nous allons introduire de tels anneaux dans tous les 
corps de nombres. Par corps de nombres, on entend extension finie de Q. 

4.1.1 Definition. Soit A^Bun morphisme d'anneaux. Un element b de B est dit entier 
sur A s'il existe n > 1 et des dans A, < i < n, tel que : 

b n + a n ^b n - x + • • • + a ± b + a = 0, 

autrement dit, si b est « racine d'un polynome unitaire a coefficients dans A ». 
On dit que B est entier sur A si tout element de B est entier sur A. 

4.1.2 Exemples et remarques. 

1. II est clair que les elements de A (ou plutot de son image dans B) sont entiers sur A. 

2. Dans la plupart des applications, le morphisme A — > B est injectif. On peut d'ailleurs 
souvent se ramener a ce cas : il est clair en effet que b G B est entier sur A si et 
seulement si il est entier sur l'image de A dans B. 

3. Si (p : B — > B' est un morphisme de A-algebres, et si b G B est entier sur A, il est 
clair que ip{b) est entier sur A (il est annule par tout polynome qui annule b). 

4. Si A — > B est une extension de corps, on retrouve simplement la notion d'element 
algebrique sur A. 

5. Le cas le plus important dans ce cours est celui ou A = Z et ou B = K est une 
extension (qui sera souvent finie) de Q. Dans ce cas, l'ensemble des elements de K 
entiers sur Z sera note K%, et appele Vanneau des entiers de K (on rencontre plus 
couramment dans la litterature la notation Ok) ', nous allons voir bientot que c'est 
bien un sous-anneau de K. 

6. Les elements de C% sont appeles les entiers algebriques. Par exemple, V2 et i sont 
des entiers algebriques, mais e et 1/2 n'en sont pas (pour 1/2, voir 4.1.3 ci-dessous). 

4.1.3 Exemple. Montrons que = Z. II est evident que Qz contient Z. Soit a dans Qz, 
et ecrivons a = n/m, avec n et m entiers premiers entre eux, et m ^ 0. Prenons / dans 
Z[X] unitaire tel que f(a) = 0. Ecrivons / = X r + a r _ 1 X r ~ 1 + • • • + a . Cela donne : 

n r + a r _\n r ~ x m + • • • + a§m r = 0. 

Supposons qu'un nombre premier p divise m. Alors p divise a r _ 1 n r ~ 1 m H + a m r , done 

n r , done n, ce qui contredit que n et m sont premiers entre eux. II en resulte que m = ±1 
et que a est dans Z. 
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4.1.4 Proposition. Soit A — > B un morphisme d'anneaux. Pour b dans B, les conditions 
suivantes sont equivalentes : 

(i) b est entier sur A ; 

(ii) la sous-A-algebre A[b] de B est un A-module de type fini; 

(iii) il existe une sous-A-algebre C de B, contenant b, et de type fini en tant que A-module ; 

(iv) il existe un sous- A-module M de B, de type fini, contenant 1 et stable par multipli- 
cation par b (i.e., tel que bM C M). 

(v) il existe un sous- A-module M de B, de type fini, contenant un element regulier de 
B, et stable par multiplication par b. 

Soit B' Vensemble des b dans B qui sont entiers sur A. Alors B' est une sous-A-algebre 
deB. 



Preuve. Rappelons qu'un element z d'un anneau R est dit regulier (ou « non diviseur 
de zero ») si la multiplication par z dans R est injective. 

Montrons que (i)=^(ii). Soit / dans A[x] unitaire, tel que f(b) = 0. Alors le sous-anneau 
A[b] de B est l'image du morphisme de A-algebres A[x] — > B qui envoie x vers b. Comme 
/ est unitaire, on peut diviser avec reste par / dans A[x], ce qui montre que le A-module 
A[x]/(f) est libre de base (l,x, . . . n = deg(/). II en resulte que A[b] est engendre, 

en tant que A-module, par 1, b,. . . , b n ~ l . (Bien sur, ceci se voit egalement en notant que 
dans A [b] les b m avec m > n sont combinaisons lineaires des b k avec k < m, done des b k 
avec k < n). 

(ii) =^(iii) : on peut prendre C := A [b]. 

(iii) =>■ (iv) : on peut prendre M :— C. 

(iv) =^(v) : on peut prendre « M :— M ». 

Montrons finalement que (v)=^(i). Soit done M un sous- A-module de B, de type fini, 
contenant un element regulier, et stable par multiplication par b. Soient n > et mi, . . . , m n 
des generateurs de M. Pour tout i, bmi s'ecrit comme Ylj c i,j m ji avec ^ es dans A. 
Notons iV la matrice bl n — (q^) a coefficients dans A[b]. Les relations ci-dessus se resument 
en l'egalite suivante dans le A[6]-module M n : 



N 



( mi \ 

m 2 

\ m n ) 



0. 



Le lecteur verifiera que les regies habituelles du produit de matrices s'etendent a ce 
contexte; en particulier, si U e M„(A[6]) on a encore 



UN 



( mi \ 
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Si Ton prend pour U la transposed de la comatrice de N, on a U N = (det N) I„, et Ton 
deduit done de ce qui precede que (det iV)mj = pour chaque i. Done M est annule 
par det N puisque les rrii l'engendrent. Comme M contient un element regulier, on a done 
det N = 0. Mais la definition de N montre que det N = P(b) ou P est unitaire a coefficients 
dans A (en fait P est le polynome caracteristique de (qj)), d'ou (i). 

Montrons maintenant le deuxieme enonce. II faut done montrer que B' est une sous-A- 
algebre de B. Soient done b\ et b 2 dans B'. Alors la sous-A-algebre A [b\, b 2 ] de B engendree 
par bi et b 2 est un A- module de type fini (car engendre par les b % $ 2 avec < i < n et 
< j < m si b\ et b 2 sont racines de polynomes unitaires a coefficients dans A de degres 
netm respectivement). Inequivalence entre les conditions (i) et (iii) montre alors que tout 
element de A[6i,6 2 ] est entier sur A. □ 

4.2 Fermeture integrate, cloture integrate. 

4.2.1 Lemme. Soient A — > B — > C des morphismes d'anneaux, avec B entier sur A et C 
entier sur B. Alors C est entier sur A. 

Preuve. Soit x G C. Comme C est entier sur B, on a une relation de la forme 

x n + b n ^x n ~ x + ■ ■ ■ + b = 0, 

avec les bi dans B. Notons que la sous-A-algebre A[b , . . . , 6„_i, x] de C est de type fini en 
tant que A- module, car engendre par des monomes b l ° ■ • • b l ™z\x t " n avec tous les exposants 
bornes (pour deux elements, l'argument a deja servi dans la preuve de la derniere assertion 
de 4.1.4). Le critere d'integralite 4.1.4 (iii) implique alors que x est entier sur A, cqfd. □ 

4.2.2 Definition. Soient A un anneau et B une A-algebre. La sous-A-algebre de B formee 
des elements entiers sur A (cf. 4.1.4) est appelee la fermeture integrate de A dans B ; e'est 
aussi le plus grand sous-anneau de B qui est entier sur A. 

Supposons A integre, de corps des fractions K : on appelle cloture integrate de A la 
fermeture integrate de A dans K . 

On dit qu'un anneau A est integralement clos s'il est integre et egal a sa cloture 
integrale. 

4.2.3 Exemple. Si k est un corps, le sous-anneau A = k[T 2 , T 3 } de k[T] (egal a l'ensemble 
des polynomes dont le terme en T est nul) est integre, mais non integralement clos : son 
corps des fractions est k(T), et l'element T est entier sur A (car racine de X 2 — T 2 e -<4.[X]) 
et n'est pas dans A. Par contre, k[T] est integralement clos : e'est un cas particulier de 

4.2.4 (i) ci-dessous. 

4.2.4 Proposition. (i) Tout anneau factoriel est integralement clos. 
(ii) (« transitivite de la fermeture integrale ») Soient A — > B — > C des morphismes 
d'anneaux. Soient A\ la fermeture integrale de A dans B, et A 2 la fermeture integrale 
de Ai dans C . Alors A 2 est la fermeture integrale de A dans C . 



20 



(iii) Soient K un corps et A un sous-anneau de K. La fermeture integrate de A dans K 
est un anneau integralement clos. 

(iv) Soient K un corps et A un sous-anneau de K. Pour que A soit integralement clos, il 
faut et il suffit que la propriete suivante soit satisfaite : « tout element de K entier 
sur A et quotient de deux elements de A appartient a A ». 

Preuve. (i) Exercice : repeter l'argument donne pour Z en 4.1.3. 

(ii) Soit A' 2 la fermeture integrate de A dans C . Alors A 2 est entier sur A, et a fortiori sur 
Ai, done A' 2 C A 2 . Reciproquement, A 2 est entier sur A 1 qui est entier sur A. Done A 2 est 
entier sur A d'apres 4.2.1, d'ou A 2 C A 2 . 

(iii) Soit A' la fermeture integrate de A dans K. II est clair que A 1 est integre (comme sous- 
anneau de K). Son corps des fractions F s'identifie a un sous-corps de K, done la cloture 
integrate A" de A' peut etre vue comme un sous-anneau de K (la fermeture integrate de 
A 1 dans F). Par construction, A" est entier sur A', done sur A d'apres 4.2.1 ; comme e'est 
un sous-anneau de K il est contenu dans A', done lui est egal. 

(iv) II suffit de remarquer que le sous-ensemble de K forme des quotients a/b avec a E A 
et b G A* s'identifie canoniquement au corps des fractions de A. □ 

4.3 Le cas des corps quadrat iques. 

Commengons par quelques rappels sur les extensions quadratiques (e'est-a-dire de degre 
2) d'un corps. Si K est un corps et L une extension quadratique de K, alors L est engendree 
par n'importe quel element x G L \ K, de sorte que L = K[X]/(P) ou P e K[X] est 
unitaire de degre 2 et irreductible (ce qui, en degre 2, equivaut a « sans racine dans K »). 
Inversement, tout polynome P de ce type definit une extension quadratique de K. 

Un cas particulier important est celui d'un polynome de la forme X 2 — d, ou d e K 
n'est pas un carre ; l'extension correspondante sera alors notee 

K(Vd) := K[X]/(X 2 - d) 

et la classe de X dans cette extension sera notee \fd. Supposons K de caracteristique 
differente de 2, et soit P = X 2 + bX + c G if Le calcul habituel montre alors que : 

P a une racine dans K A := b 2 — Ac est un carre dans K 
(lecteur, ou utilise-t-on l'hypothese sur la caracteristique?). En particulier, si P est ir- 
reductible, alors A n'est pas un carre dans K, et en est un dans L = K[X]/(P) (ou P 
a une racine) ; explicitement, A = (2x + 6) 2 ou a; est la classe de X. On en deduit que 
L2*K(y/A). 

Pour d G K non carre et r G K* } il est immediat que K(Vd) = K(Vr^d) (il y a en fait 
deux isomorphismes, envoyant \fd sur ir^Vr 2 d). Inversement, soient d et d! dans K, non 
carres, tels que K (Vd) ^ K(Vdf). Alors d! est un carre dans K{\fd) ■ on a d! = (u + vy/d) 2 
avec u et v dans K, ce qui donne immediatement en developpant que l'on a soit v — et 
d! = u 2 (exclu puisque d' n'est pas un carre), soit u = et d' = dv 2 . 

Nous avons done etabli : 



21 



4.3.1 Theoreme. Soit K un corps de caracteristique differente de 2. 

(1) Toute extension quadratique L de K est isomorphe a K(y/d), pour un element d G K 
qui n 'est pas un carre. 

(2) Les extensions K(y/d) et K(y/df) de K sont isomorphes si et seulement si d! est de la 
forme r 2 d, pour un r G K*. 

(3) Pour d G K non carre, les automorphismes de K(y/d) sont Videntite et la « conjugaison » 
envoyant y/d sur —y/d. □ 

Passons maintenant au cas ou K = Q. II faut d'abord s'attarder un peu sur les notations. 
Si d est un rationnel qui n'est pas un carre, alors l'equation X 2 = d admet deux racines 
(opposees) dans C, qui sont reelles si d > 0. Le malheur est que, dans ce dernier cas, il est 
d'usage de designer la racine positive de cette equation par le symbole Vd, de sorte que le 
sous-corps de R engendre par cette racine se note egalement Q(y/d). II se trouve d'ailleurs 
que ce sous-corps (notons-le provisoirement Q(y/d)') est egalement engendre par I'autre 
racine, puisque celle-ci est — y/d. C'est done en fait I'unique sous-corps de C isomorphe a 
Q[X]/(X 2 — d). II n'est done pas trop genant de le noter encore Q(y/d). Mais si Ton a 
besoin de fixer un isomorphisme de Q(y/ d) avec Q(Vd)' il faut preciser lequel, c'est-a-dire 
choisir une racine dans C de l'equation X 2 = d. 

Si d < 0, on designera encore par Q( y/d) le sous-corps de C engendre par l'un quelconque 
des deux nombres complexes ±iy/—d. Par contre le symbole y/d n'a, rappelons-le, pas de 
sens dans C (alors qu'il en a un dans le corps Q[X]/(X 2 — d)). 

Nous dirons qu'un entier d est sans facteur carre s'il (est non nul et) n'est pas divisible 
par le carre d'un entier > 1. II revient au meme (exercice) de dire que d est, au signe 
pres, produit d'une famille finie (eventuellement vide) de nombres premiers distincts. On 
en deduit (exercice encore !) le lemme suivant : 

4.3.2 Lemme. Tout rationnel non nul x s'ecrit de fagon unique sous la forme 

x = r 2 d 

oil r est un rationnel positif et d un entier sans facteur carre. □ 

Noter aussi qu'un entier sans facteur carre et different de 1 n'est jamais un carre dans 
Z (ni, ce qui revient au meme, dans Q). 

4.3.3 Theoreme. Soit K une extension quadratique de Q (ou « corps quadratique »). 11 
existe un unique entier d^/\ sans facteur carre tel que 

Pour d^ \ sans facteur carre, l'anneau des entiers de Q(y/d) est donne par : 

O(yZd) =i Z ^ sid ^ 1 ( mod4 ) 

^ { ,Z \Z[(l + Vd)/2] sid = l (mod 4). 

Dans le premier cas, (1, y/d) est une Z-base de Q(y/d)z- Dans le deuxieme, (1, (1 + y/d)/2) 
est une Z-base de Q(y/d)z- 
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Preuve. La premiere assertion resulte du theoreme 4.3.1 et du lemme 4.3.2. 

Fixons d 7^ 1 sans facteur carre. II est clair que yfd est entier sur Z, et si d = 1 (mod 4) 
il en est de meme de 1+ 2 V ^ qui est racine du polynome X 2 — X + ^p. Done Q(v / ^)z contient 
l'anneau donne dans l'enonce. 

Inversement, soit x = a + by/d dans K% (avec a et b dans Q). Si cr designe l'automor- 
phisme non trivial de Q(Vd), on a = a — by/ 'd (cf. 4.3.1 (3)). Comme a est un auto- 
morphisme, on a a{Kj) = K% et done a(x) G Done x + a(x) = 2a et xa(x) = a 2 — c?6 2 
sont entiers sur Z ; comme ils sont dans Q, ils sont dans Z. En resume : 

2a e Z, a 2 - d& 2 G Z. 

En particulier, cela implique que 4d& 2 est dans Z. On en deduit que 26 est dans Z (car d 
est sans facteur carre). Ensuite, on distingue les trois cas d — 1, — 1 et 2 modulo 4, et on 
trouve (en reduisant modulo 4) que x est bien de la forme souhaitee (il est utile de noter 
que (2a) 2 — d(2b) 2 est dans 4Z) ; les details sont laisses au lecteur. □ 

4.3.4 Exemples. L'anneau des entiers de Q(v / 2) est Z[y/2] ; celui de Q(v / 5) est Z[±^% 
L'anneau des entiers de Q(i) est l'anneau des entiers de Gauss Z[i]. Celui de Q(iy/3) 
est Z[i±|^] = Z\j\. 



23 



5 Norme, trace, polynome caracteristique. 



5.1 Definitions, premieres proprietes. 

5.1.1 Notations. 

Dans ce paragraphe, on designe par A un anneau, et par B une A-algebre qui est libre 
de rang fini en tant que A-module ; on note n ce rang. 
Pour tout b G B, on a une application A-lineaire 

H b : B — > B 
V 1 — ► by. 

Noter que ^ est nulle (resp. injective, resp. bijective) si et seulement si b est nul (resp. 
regulier dans B, resp. inversible dans B). 

L'application 6 i — > /j.^ : — > Endyi_ mo d(-B) est un morphisme injectif de A-algebres 
(non commutatives, en ce qui concerne la seconde). En consequence, si P G A[X] alors 

5.1.2 Exemple. Soit / = X n + a n _\X n ~ x + . . . + a un polynome unitaire a coefficients 
dans A. Alors la A-algebre 

B ■= A[X]/(f) 

verifie la condition ci-dessus ; plus precisement, la division euclidienne par / dans A[X] 
(qui existe parce que / est unitaire) montre que (1, x, . . . , x n ~ r ) — oil Ton note x la classe 
de X — est une A-base de B. 

Dans cette base, l'endo morphisme \i x de B a pour matrice 

/ -ao \ 

f : 
f : 

\ f -a n -i J 

qui est appelee matrice compagnon du polynome unitaire /. 

5.1.3 Definition. Avec les notations de 5.1.1, on appelle norme (resp. trace, resp. poly- 
nome caracteristique) de b G B (relativement a A) le determinant (resp. la trace, resp. le 
polynome caracteristique) de 

Si A est un corps, on appelle polynome minimal de b le polynome minimal (unitaire) 
de /lb. (Lecteur : pourquoi cette restriction sur A ?) 

La norme et la trace de b se notent respectivement N B /^(6) et Ti B / A (b). 

Le polynome caracteristique de b sera note ici Pcar B /^(6) (resp. Pmin B / J 4(6) ; il n'y a 
pas de notation standard pour ces notions). 

(On ecrira aussi simplement N(6), Tr(6), etc., si aucune confusion n'en resulte). 
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5.1.4 Proprietes elementaires. 

(i) La norme et la trace sont des elements de A; le polynome caracteristique (et, le cas 
echeant, le polynome minimal) sont des polynomes unitaires a coefficients dans A; 
le polynome caracteristique est de degre n (le rang de B comme A-module) ; si Ton 
ecrit 

Pear (b) = X n + a n _i X" -1 + . . . + a (oj G A), 

alors le terme constant a = Pcar(6)(0) est (— f) n N(5), et le coefficient « sous- 
dominant » a n _i est — Tr(fe). 

(ii) Le theoreme de Cayley-Hamilton implique que b est un zero de Pear (6). Ceci implique 
notamment que b divise N(6) dans B, puisque 6 ra +a n _i b n ~ 1 +. . .+a,i b = (— f ) n+1 N(6). 

(iii) L'application b h- > Tr(6) : B — > A est A-lineaire, et Ton a Tr(a) = na pour a G A. 

(iv) L'application 6 i— > N(6) : 5 — > A est multiplicative et Ton a N(a) = a n pour a E A. 

(v) Un element 6 de B est inversible si et seulement si N(6) G A x . 

(vi) Supposons que B est l'algebre produit Bi x _B 2) °u -Bi et B 2 sont libres de rangs 
respectifs n\ et ri2. Alors, pour b = (bi, b 2 ) G B, on a 

PcarB/.4(&) = Pear Pear b 2 /a(&2) 

comme on le voit en clioisissant des bases B\ et B 2 de -Bi et B 2 et en munissant B 
de la base « juxtaposee » evidente. On en deduit notamment les formules 

N B/A (b) = N Bl/A (6i) N B2/A (6 2 ), TV BM (6) = Tr BlM (6 1 ) + Tr B2M (6 2 ). 

Lorsque A est un corps, on constate par la meme methode que Pmin B / j 4(6) est le 
ppcm (dans des polynomes minimaux de b\ et b 2 . 

(vii) Dans le cas d'une extension finie de corps, remarquer que pour P G A[X] on a 
P(b) = si et seulement si P(fib) = 0, de sorte que Pmin(6) est caracterise par les 
deux proprietes suivantes : il est unitaire et, pour tout P G on a l'equivalence : 

P(b) = <=> Pmin(6) divise P 

ce qui est la definition habituelle du polynome minimal d'un element algebrique. En 
particulier, Pmin(6) divise Pcar(fe) dans A[X]. 

5.1.5 Exemples. Calculer le polynome caracteristique (et le cas echeant le polynome mi- 
nimal) de b : 

- lorsque A — R, B — C, b quelconque ; 

- lorsque A — Z, B — Z[i], b quelconque; 

- lorsque A — Z, B — b quelconque ; 

- lorsque A = Q, B = Q(^3), b = ^3 (resp. b = >/3). 
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5.1.6 Exemple. Reprenons l'exemple 5.1.2. Par definition de B, les polynomes de A[X] 
annulant x sont les multiples de /. En particulier, / divise Pcar(x) ; comme ces deux 
polynomes sont unitaires de meme degre, ils sont egaux : 

Pcar B/A (a;) = /. 

(On peut voir aussi directement, par recurrence sur n, que / est le polynome caracteristique 
de sa matrice compagnon; c'est un bon exercice de developpement de determinants). 

On a en particulier Tr b/a(x) = —a n -i (d'ailleurs, c'est trivial sur la matrice) et 
N B/A (z) = (-l)"a„. 

Par exemple, x est inversible dans B si et seulement si ao est inversible dans A. Exercice : 
retrouver ce fait de maniere elementaire, sans utiliser de determinants. 

Enfin, si A est un corps, la remarque du debut montre que / est aussi le polynome 
minimal de x. 

Voyons maintenant comment change le polynome caracteristique de b lorsque l'on 
change B : 

5.1.7 Proposition. Soit C une B-algebre qui est libre de rang hni m comme B-module, 
et soit b un element de B. Alors : 

(i) C est un A-module libre de rang mn ; 

(ii) Pcar c/A (6) = Pcar BM (6) m ; 
(hi) N c/A (6) = N BM (6) m ; 

(iv) Tr c/A (b) =mTr B/A (b); 

(v) si A est un corps et si C ^ {0}, alors Pmin C / A (6) = Pmin B / A (b). 

Preuve. Soient B = (ei, . . . , e n ) une base de B comme A-module, et B' — (hi, . . . , h m ) 
une base de C comme .B-module. Alors on verihe facilement que B" = (eihj)i<i< ni i<j< m 
est une A-base de C (d'ou (i)), et que si M est la matrice de u, b : B — > B dans la base 
B, alors la matrice de fif, : C — > C dans la base B" est la matrice diagonale par blocs 
diag(M, . . . , M) (avec m blocs diagonaux). Les assertions (ii) a (iv) en resultent, et (v) est 
triviale sur la definition (lecteur : que se passe-t-il si C = {0} ?). □ 

Enfin voici un autre exemple amusant de calcul de polynome caracteristique : 

5.1.8 Proposition. On reprend les hypotheses et notations de l'exemple 5.1.2, et l'on 
suppose en outre que le polynome f G A[X] est scinde, c'est-a-dire de la forme 

n 

f = H(x ~ a,) 

i=i 

oil les Xi sont dans A. 

Soit b G B quelconque, classe d'un polynome h G A[X] : on a done b = h(x). On a 
alors les for mules : 
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(i) Pcar(Mx)) = nr=i(^-MA i )); 

(ii) N(Mx)) = nr=iMA l ); 

(iii) MHx)) = El 1 h(X t ). 

Preuve. II suffit de montrer la premiere formule, qui entraine immmediatement les deux 
autres. Considerons dans B les elements : 

e = 1, ei = x - Ai, e 2 = (x - Xi)(x - A 2 ), . . . , e n _i = = (x - \ t ) . . . (x - A n _i). 

Comme = x*+ (combinaison lineaire de l,x, . . . ) x l ~ l ) ) et que les x % (0 < % < n — 1) 
forment une base de B, on voit que (ej) <i< n -i est une base de B. La relation evidente 
e i+ i = (x - A i+ i) ej donne 

x ej = Ai+i ei + e i+ i 
de sorte que la matrice de x dans la base en question est 



M 



/Ax 
1 A 2 

V 



1 A r 



\ 



/ 



Par suite la matrice de h(x) est h(M), qui est triangulaire inferieure, avec comme elements 
diagonaux h(Xi), . . . , h(X n ). La formule en resulte. □ 



5.2 La « forme trace ». 

On garde les notations de 5.1.1. De la forme lineaire Tr B / A : B — > A on deduit une 
forme A-bilineaire symetrique 

t~b/a : Bx B — > A 

(x,y) i — > Tr B/A (a;t/) 

appelee forme trace de -B relativement a A. Le resultat suivant, bien que peu evocateur 
en apparence, est d'une importance cruciale pour la structure des anneaux d'entiers alge- 
briques : 

5.2.1 Proposition. Soit L/K une extension finie de corps de caracteristique nulle. Alors 
la forme trace 

r L/K : L x L — ► K 
est non degeneree (comme forme bilineaire sur le K-espace vectoriel L). 

Preuve. Soit x un element du noyau de t l / k : on a done, par definition, Tr L / K (xy) = 
pour tout y G L. Si x n'etait pas nul, on aurait notamment Ttl/k {xx~ r ) = : contradiction 
car Tr L/x (l) = [L: K]1^0 puisque car(K) = 0. □ 
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5.2.2 Remarques. Soit L/K une extension finie quelconque. 

(i) On voit dans la demonstration ci-dessus que la non-degenerescence de la forme trace 
equivaut a la propriete que la forme lineaire Tr^/^ soit non nulle. 

(ii) L 'argument se generalise immediatement au cas ou [L : K] n'est pas divisible par la 
caracteristique de K. 

(iii) De fagon generate, on peut montrer que tl/k est non degeneree si et seulement si 
l'extension L/K est separable. 

5.3 Le polynome caracteristique dans une extension de corps. 

5.3.1 Rappels sur les plongements. 

Rappelons d'abord que si A est un anneau, si / G A[X] et si B est une A-algebre, la 
donnee d'un morphisme de A-algebres (p : A[X]/(f) — > B equivaut a celle d'un « zero de 
/ dans B », c'est-a-dire d'un element b tel que f(p) = 0. La correspondance est donnee, 
dans un sens, par i— > (p(x) (avec x = classe de X) ; dans l'autre sens, on associe b G B, 
zero de /, l'unique morphisme ip envoyant la classe d'un polynome P sur Pip). 

Soient maintenant K un corps de caracteristique nulle, L une extension finie de K, de 
degre [L : K] =: d, et Q une extension algebriquement close de K. On sait alors qu'il existe 
exactement d i^-morphismes ou « X-plongements » L — > Q (ils sont automatiquement 
injectifs, comme morphismes de corps). En outre, si M est une extension finie de L, de 
degre [M : L] =: e, alors chaque K-plongement L — > Q admet exactement e prolongements 
a M ; on obtient ainsi les ed K-plongements de M dans f2 (remarquer que [M : K\ — ed). 

5.3.2 Proposition. Soient K un corps de caracteristique nulle, L une extension finie de 
K , de degre n, et Q une extension algebriquement close de K. 

Soit x un element de L, et soit f = Pmin(:r) G K[X] son polynome minimal sur K. On 
considere la suite d'extensions 

K ^ K(x) ^ L 

et Von pose d = [K(x) : K] = degf et e — [L : K(x)] (de sorte que n = ed). 

On note x\, . . . ,Xd les d racines de f dans Q (qui sont deux a deux distinctes, car / 
est irreductible et K de caracteristique nulle). On note ipi, ...,</?„ les K -plongements de L 
dans f2. Alors : 

« /po = nil ; 

(ii) Pcar Kix)/K (x) = f ; 

(iii) Pcar L/ ^(a;) = / e = \{ n j=1 {X - Vj {x)). 

Preuve. L'assertion (i) resulte simplement du fait que / est unitaire a racines distinctes. 
Montrons (ii) : on a un isomorphisme de if-algebres 

K[X]/(f)^K(x) 
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envoyant la classe de X sur x, de sorte que Pca.r K ( x y K (x) est le polynome caracteristique 
de la classe de X dans K[X]/(f), lequel est bien / comme on l'a vu dans 5.1.6. 

Pour (iii), le fait que Pcar^/^(a;) = f e resulte de (ii) et de 5.1.7 (ii). De plus, il resulte 
des rappels 5.3.1 que les (pj(x) sont les Xi repetes e fois, d'ou la derniere egalite. □ 

5.3.3 Remarques. On voit ainsi que dans le cas d'une extension finie de corps (de ca- 
racteristique nulle), le polynome caracteristique d'un element est une puissance de son 
polynome minimal. Ce n'est pas vrai dans une i^-algebre plus generate : ainsi, dans la R- 
algebre produit M 3 , l'element (0, 1, 1) a pour polynome minimal X(X — 1) et pour polynome 
caracteristique X(X — l) 2 . 

Le cas le plus important (et le plus simple a retenir) est celui ou L = K(x) : on a alors 
Pcar(x) = Pmin(:r) = nf =1 (-X" — x i)- 

La proposition montre aussi que les valeurs propres de \i x dans Q sont les X{. 

Nous allons maintenant essayer de caracteriser, a l'aide de leur polynome minimal, les 
elements de L entiers sur un sous-anneau de K. 

5.3.4 Proposition. On garde les notations et hypotheses de 5.3.2. 

(1) Soit A un sous-anneau de K tel que f G A[X\. Alors : 

(i) x est entier sur A ; 

(ii) on a un unique isomorphisme de A-algebres 

A[X]/(f)^A[x] 

envoyant la classe de X sur x ; 

(iii) (1, x, . . . , x d_1 ) est une base du A-module A[x] (qui est done libre de rang d) ; 

(iv) pour tout z e A[x], on a P car a[ x ]/a(z) = Pc&r K ( x y K (z). 

(2) (reciproque partielle) Soit A un sous-anneau de K, ayant K pour corps des fractions, 
et suppose en outre integralement clos. Si x est entier sur A, alors f e ^[-X - ]- En outre, 
Pca.r L / K (x) G A[X] ; en particulier N L / K (x) et Tr L / K (x) appartiennent a A. 

Preuve. (1) L'assertion (i) est evidente puisque x est annule par / (unitaire, a coeffi- 
cients dans A). Pour (ii), considerons le morphisme de A-algebres tp : A[X] — > L donne 
par P i— > P(x). II est clair que l'image de if est A[x], et que son noyau contient l'ideal 
(/). Inversement, soit P G kerip : par division euclidienne dans A[X] (rappelons que / 
est unitaire) on peut ecrire P = fQ + R avec Q et R dans A[X\ et degi? < d. Comme 
P(x) = f(x) = 0, on a done R(x) = 0, done / divise R dans Comme degi? < d ce 

n'est possible que si R = 0, done / divise P dans 

(iii) est une consequence immediate de (ii). Montrons (iv) (qui d'ailleurs n'a de sens 
qu'une fois (iii) demontre, pourquoi ?). On sait maintenant que B := (1, x, . . . , x d ~ l ) est a la 
fois une A-base de A[x\ et une K-hase de K(x) ; si M est la matrice de la multiplication par 
z dans A[x], relativement a la A-base B, alors M est aussi la matrice de la multiplication 
par z dans K(x), relativement a la i^-base B de K(x). L'assertion en resulte. 
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(2) Si x est entier sur A, il en est de meme des Xi qui sont les images de x par les plongements 
de L dans Q (c'est un cas particulier de 4.1.2 (3)). Comme f(X) = Ut=i( x - X i) ( 5 - 3 - 2 (*))> 
il en resulte que les coefficients de / sont eux-memes entiers sur A. Comme ils sont dans 
K, qui est le corps des fractions de A, et que A est integralement clos, ces coefficients sont 
bien dans A. Done / G A[X], et il s'ensuit evidemment que f e = Pcar L / K (x) G A[X\. □ 

5.3.5 Remarque. On observera que dans le cas particulier des corps quadratiques, le 
raisonnement fait en (2) ci-dessus est exactement le debut de la preuve de 4.3.3. 

Resumons, dans le cas particulier ou A = Z et K = Q : 

5.3.6 Corollaire. Soit L un corps de nomhres et x un element de L. Alors x E L% si et 
seulement si le polyndme minimal de x sur Q est a coefficients entiers. 

De plus, dans ce cas, Pcar^/Q(x) G 1\X\, et N l /q(x) et Tt l /q(x) sont des entiers, et 
Vanneau Z[x] est canoniquement isomorphe a Z[X]/(Pminx,/Q(x)). □ 

5.3.7 Remarque. Nous avons grace a 5.3.6 un critere commode pour montrer qu'un 
nombre donne n'est pas un entier algebrique. Par exemple, \/2/3 n'en est pas un, puisque 
son polynome minimal X 3 — n'est pas a coefficients entiers. 

5.4 Application : structure des anneaux d'entiers de corps de 
nombres. 

5.4.1 Theoreme. Soit K une extension Gnie de Q. Alors : 

(i) Kz est libre de rang [K : Q] en tant que Z-module ; 

(ii) toute Z-hase de K% est une Q-hase de K ; 

(iii) pour tout z G K z , on a Pcai Kz /z(z) = Pcai K / Q (z) (et par suite Tr Kz/z (z) = Tt k /q(z) 
et N Kz/z (z) = N K/Q (z)). 

Commencons par une remarque facile : 

5.4.2 Proposition. Soit Q — > K une extension Gnie. Alors K% engendre K comme Q- 
espace vectoriel. 

En d'autres termes, Kz contient une Q-base de K, ou encore : Ki contient un It-module 
libre de rang [K : Q] . 

Preuve. 11 sufflt de remarquer que pour tout x G K, il existe un entier m > tel que 
mx G Ki (prendre un polynome annulateur de x a coefficients entiers, et prendre pour m 
le coefficient dominant). Si B est une Q-base quelconque de K, il existe done m! > tel 
que m'B C Kz- □ 

5.4.3 Remarques. (i) Generalisation (exercice) : si A est un anneau integre, K son 
corps des fractions, et L une extension finie de K, le sous-anneau de L forme des 
entiers sur A contient un A-module libre de rang [L : K]. 
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(ii) Variante de la demonstration : prendre un x G K tel que K — Q[x] (on sait que ga 
existe) ; comme ci-dessus il existe m > tel que mx G K%. Alors Z[x] est libre de rang 
[K : Q], d'apres 5.3.4. On obtient done un peu mieux : K% contient un sous-anneau 
qui est Z-libre de rang [K : Q]. 

Preuve de 5.4.1. (i) Posons n — [K : Q]. Soit M un sous-Z-module de K% qui est libre de 
rang n, et soit M* = Hom z _ mod (M, Z) son dual. Alors M* est encore Z-libre de rang n, et 
Ton a une application Z-lineaire 

5: f\ — ► M* 

x i — > (i,h Tr K/Q (xy)) 

(remarquer que xy G K%, done Tr L / K (xy) G Z d'apres 5.3.4). Montrons que S est injective : 
en effet, si x G ker5, alors Tri/^(xy) est nul pour tout y G M, done pour tout y E K car 
M engendre comme Q-espace vectoriel. Done x = d'apres la non-degenerescence de 
la trace (5.2.1). Ainsi, Ki est isomorphe a un sous-Z-module d'un module libre de rang 
n, done est lui-meme libre de rang < n. Mais d'autre part, comme il contient M, il est de 
rang > n, cqfd. 

(ii) Toute Z-base de engendre K comme Q-espace vectoriel d'apres 5.4.2, et est done 
une Q-base puisque'elle a le bon nombre d'elements (il est d'ailleurs tres facile de voir 
directement que toute partie Z-libre de K est Q- libre). 

(iii) est consequence immediate de (ii) (par le meme argument que dans 5.3.4 (1) (iv)). □ 

5.4.4 Corollaire. Soit K une extension finie de Q, et soit n son degre. Posons A = K%. 
Alors : 

(i) A est un anneau noetherien : tout ideal de A est de type Gni. 

(ii) Pour tout m G Z, le quotient A/mA est isomorphe, comme groupe abelien, a 
(Z/mZ) n . 

(iii) Pour tout z G A non nul, on a Card (A/z A) = \Nk/q{z) \ = |N^/z(;z)|. 

(iv) Pour tout ideal non nul I de A, Fanneau quotient A/ 1 est fini. 

Preuve. (i) Soit / un ideal de A : alors / est un sous-groupe de A, done un Z-module de 
type fini, et a fortiori un ideal de type fini. 

(ii) Comme A = Z n comme Z-module, on a A/mA = Z n /mZ n = (Z/mZ)". 

(iii) Pour z G A non nul, la multiplication par z est un endomorphisme injectif u du Z- 
module A, qui est libre de rang fini ; on a vu en TD qu'alors A/Im (u) est un groupe fini 
d'ordre | det(«)|. L'assertion en resulte par definition de la norme (on a N^/q(^) = Na/z(z) 
d'apres 5.4.1 (iii)). 

(iv) Soit z un element non nul de /. Alors A/ 1 est un quotient de A/z A qui est fini d'apres 
(iii). □ 
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6 Les anneaux de Dedekind. 



Nous voulons demontrer que dans l'anneau d'entiers K% d'un corps de nombres K on 
a factorisation unique des ideaux non nuls en ideaux premiers. Cela remplacera, dans les 
applications, la factorialite perdue. Pour voir que la factorialite est perdue, considerer le 
cas K = Q(y/—5). La generality naturelle de ce que nous voulons faire est le cadre des 
anneaux de Dedekind. Nous allons suivre [Samuel, III]. 

6.1 Definition. Un anneau A est dit de Dedekind si : 

1. il est integralement clos (4.2.2) (et en particulier integre) ; 

2. il est noetherien : tout ideal de A est de type fini; 

3. tout ideal premier non nul de A est maximal. 

6.1.1 Proposition. (i) Tout anneau principal est de Dedekind. 

(ii) Si K est un corps de nombres, l'anneau K% des entiers de K est un anneau de 
Dedekind. 

Preuve. (i) Un anneau principal est trivialement noetherien (tout ideal est engendre par 
un seul element) ; il est integralement clos d'apres 4.2.4 (i) ; enfin si / est un ideal premier 
non nul de A il est engendre par un irreductible p, et l'on sait alors que A/pA est un corps 
(« tout element de A non divisible par p est inversible modulo p »). 

(ii) K% est integralement clos d'apres 4.2.4 (iii) ; il est noetherien d'apres 5.4.4 (i). Enfin, 
soit P un ideal premier non nul de A : alors A/P est integre, et est fini d'apres 5.4.4 (iv), 
done e'est un corps et P est maximal. □ 

Les anneaux de Dedekind ne se manifestent pas uniquement en theorie des nombres, 
mais egalement en geometrie algebrique, comme le montre l'exemple suivant. 

6.1.2 Exemple. Soit k un corps, / dans k[X, Y] irreductible, tel que / et ses derivees 
partielles fx et fy engendrent l'ideal k[X, Y] de k[X,Y]. Alors l'anneau A := k[X,Y]/(f) 
est de Dedekind. En termes geometriques : l'anneau de coordonnees d'une courbe algebrique 
affine non singuliere est de Dedekind. Un tel anneau A peut etre non factoriel, done le fait 
qu'il soit encore de Dedekind est important. Par exemple, W[X, Y\/ (X 2 + Y 2 — 1) n'est pas 
factoriel. Ce dernier fait n'est pas difficile a demontrer. Par exemple, les classes de Y et 
X — 1 n'admettent pas de pged. 

6.2 Generalites noetheriennes. 

Nous suivons [Samuel, III]. 

6.2.1 Proposition. Soient A un anneau et M un A-module. Les conditions suivantes sont 
equivalentes : 

(i) toute famille non vide de sous-modules de M possede un element maximal ; 
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(ii) toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire ; 

(iii) tout sous-module de M est de type fini. 

Preuve. Les implications (i) =>- (ii) et (iii) =>- (ii) sont claires (remarquer que la reu- 
nion d'une suite croissante de sous-modules est encore un sous-module). 

Montrons l'implication (ii) ==>- (i), ou plutot sa contraposee. Soit (Mj)j e / une famille 
non vide de sous-modules de A, qui n'admet pas d'element maximal. Alors, pour tout i 
dans /, il existe un i' dans / avec Mj ^ M^. Mais alors il existe une suite strictement 
croissante M io ^ M ix ^ . . . , ce qui contredit (ii) . 

Montrons (i) ==>- (iii). Supposons (i), et soit N un sous-module de M. Considerons 
l'ensemble $ des sous-modules de type fini de N. Alors $ n'est pas vide (le sous-module 
nul appartient a $), done $ admet un element maximal P. II suffit de voir que P = N. 
Sinon, soit x G N \ P, et soit P' le sous-module engendre par P et x : alors P C P' C N, 

et d'autre part P' est de type fini car P Test. Ceci contredit le caractere maximal de P, 
done P = N comme annonce. □ 

6.2.2 Remarque. La preuve de (ii) =>- (i) ci-dessus (construction de la suite M ik ) utilise 
l'axiome du choix. 

6.2.3 Definition. Soit A un anneau. Un A- module M est dit noetherien si tout sous- 
module de M est de type fini. L'anneau A est dit noetherien s'il Test en tant que A-module, 
e'est a dire, si tout ideal de A est de type fini. 

6.2.4 Exemples. Tout corps est un anneau noetherien, par manque d'ideaux. L'anneau 
Z est noetherien, ainsi, comme on l'a vu, que tout anneau principal et que les K% pour 
les extensions finies K de Q. Si A est noetherien, alors A[X] Test aussi ; voir un livre 
d'algebre pour ce resultat fondamental (nous ne l'utiliserons pas). Tout quotient d'un 
anneau noetherien est noetherien (trivial!). 

L'anneau Z[X 1 ,X 2 , . . .] de polynomes en un nombre infini de variables n'est pas noe- 
therien. L'anneau des entiers algebriques, e'est-a-dire la fermeture integrale Z de Z dans Q 
(ou, ce qui revient au meme, dans C), ne l'est pas non plus (exercice : considerer les suites 
d'ideaux donnees respectivement par I n = (X±, . . . , X n ) et par J n = v^Z). 

6.2.5 Proposition. Soit A un anneau et — > M' — > M — > M" une suite exacte 
courte de A-modules. Alors M est noetherien si et seulement si M' et M" le sont. 

De fagon equivalente, sans suites exactes : si M est un A-module et M' un sous-module 
de M, alors M est noetherien si et seulement si M' et M" := M/M' le sont. 

Preuve. Si M est noetherien, alors M' et M" le sont, car tout sous-module de M' est 
un sous-module de M, et tout sous-module de M" est l'image d'un sous-module de M, 
done de type fini. Supposons maintenant que M' et M" soient noetheriens. Soit un 
sous-module de M, N' son intersection avec M' et iV" son image dans M'. Alors N' et N" 
sont de type fini. Prenons des elements n\, . . . , n' r et n", . . . , n" s de tels que n[, . . . , n' r 
engendrent N', et les images de n'[, . . . ,n" s dans M" engendrent N". Alors n' 1: . . . ,n' r et 
n", . . . , n" s engendrent N. □ 
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6.2.6 Corollaire. Soit A un anneau. Si Mi, ... , M n sont des A-modules noetheriens, alors 
leur produit M x x • • • x M n est noetherien. Si A est noetherien, alors tout A-module de 
type fini est noetherien. 

6.3 Produits d'ideaux. 

6.3.1 Definition. Soit A un anneau, et a et b des ideaux de A. On definit alors le produit 
ab comme etant l'ideal engendre par les xy, avec x dans a et y dans b. Ce produit ab est 
l'ensemble des sommes finies "Y^^iVii avec x i dans a et dans b. 

6.3.2 Remarques. (i) Le produit d'ideaux est associatif et commmutatif, et admet 
l'ideal A comme element neutre ; en outre, il est distributif par rapport a la somme 
d'ideaux. 

(ii) On etend immediatement cette notion au produit a\. . .a n d'une suite finie (par 
recurrence sur n, en partant evidemment du cas n — 0, ou le produit est l'element 
neutre A). Comme le produit est associatif et commutatif, on sait done definir le 
produit d'une famille finie d'ideaux (indexee par un ensemble fini quelconque, pas 
forcement ordonne). 

(iii) On prendra garde qu'il n'y a pas de produit infini d'ideaux, contrairement a ce qui 
se passe pour la somme. 

(iv) Si x est un element de A, et b un ideal, alors (xA)b est l'ideal xb. En particulier 
on a (xA)(yA) = xyA pour x et y dans A (rappelons qu'il est faux en general que 
xA + yA = (x + y)A). 

(v) Si a et b sont deux ideaux de A, alors ab C a fl b; on n'a pas egalite en general (deja 
si a = b !) 

(vi) Si M est un A-module quelconque, et a un ideal de A, on defnit aM comme le sous- 
module de M engendre par les xm avec x G a et m G M ; le produit d'ideaux est un 
cas particulier de cette operation. 

Le lemme suivant dit que, pour cette multiplication, les ideaux premiers se comportent 
comme des elements premiers. 

6.3.3 Lemme. Soit A un anneau, p un ideal premier, et di, . . . , a n des ideaux. Supposons 
que p D ai • • • a n . Alors p D a, pour un i convenable. 

Preuve. Sinon, pour tout i, il existe Xi dans Oj tel que X{ ne soit pas dans p; mais alors 
xi • ■ • x n est dans a\ ■ ■ ■ a n , et pas dans p. □ 

6.3.4 Lemme. Soit A un anneau noetherien. Alors tout ideal de A contient un produit 
d'ideaux premiers. Et aussi : tout ideal non nul de A contient un produit d'ideaux premiers 
non nuls. 
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Preuve. La preuve est un exemple typique (done a mediter!) de l'utilisation de l'hy- 
pothese noetherienne. Montrons par exemple le deuxieme enonce. Soit $ la famille des 
ideaux non nuls de A qui ne contiennent pas de produit d'ideaux premiers non mils. Sup- 
posons que $ soit non vide. Soit alors a dans $ maximal. Alors a ^ A (car A contient le 
produit vide d'ideaux premiers). Ensuite, a n'est pas premier, car a D a. Done (comme 
A/ a est non nul et non integre) il existe x et y dans A, non dans a, tel que xy soit dans a. 
Comme a + Ax et a + Ay sont strictement plus grands que a, il existe des ideaux premiers 
non nuls p±, . . . ,p r et q±, . . . , q s , tels que a + Ax D pi • ■ -p r et a + Ay D q± • • • q s - Mais alors : 

a D (a + Ax) (a + Ay) D p\ • • ■ p r q\ ■ ■ ■ q s , 

ce qui est une contradiction. Done $ est bien vide. □ 

6.4 Ideaux fractionnaires. 

6.4.1 Definition. Soit A un anneau integre, et A — > K son corps des fractions. Un ideal 
fractionnaire de A est un sous-A-module a de K tel qu'il existe d dans A non nul avec 
da C A. Si a et b sont des ideaux fractionnaires de A, leur produit ab est le sous-A-module 
de K engendre par les xy avec x dans a et y dans 6 ; e'est encore un ideal fractionnaire de 
A, et, si a et 6 sont des ideaux de A, e'est le produit defini precedemment. De meme, si a 
et b sont des ideaux fractionnaires de A, leur somme a + b est un ideal fractionnaire de A. 

6.4.2 Remarques. 

On prendra garde qu'en depit de la terminologie, un ideal fractionnaire n'est pas necessai- 
rement un ideal de A. 

On peut encore definir les ideaux fractionnaires comme les ensembles de la forme ^a, ou 
d G A* et ou a est un ideal de A. Noter que \a est isomorphe a a comme A- module; en 
particulier il est de type fini si A est noetherien. 

Reciproquement (et sans hypothese noetherienne) tout sous-A-module de type fini M 
de K est un ideal fractionnaire (si xi, . . . , x n engendrent M, considerer un « denominateur 
commun » des Xj). 

En resume, si A est un anneau (integre et) noetherien, les ideaux fractionnaires de A 
sont simplement les sous-A-modules de type fini de K. 

Parmi les ideaux fractionnaires, ceux de la forme xA, pour x G K*, sont dits principaux ; 
ce sont ceux qui sont libres de rang 1 comme A-modules. Si A est un anneau principal, 
alors tous les ideaux fractionnaires non nuls sont principaux (et reciproquement). 

Le produit d'ideaux fractionnaires a des proprietes analogues a celles de 6.3.2, que nous lais- 
sons au lecteur le soin d'enoncer. En particulier, l'ensemble 1(A) des ideaux fractionnaires 
non nuls de A est un monoide pour la multiplication (e'est-a-dire : cette multiplication est 
associative, et admet un element neutre) ; le sous-ensemble I + (A) forme des ideaux non 
nuls de A en est un sous-monoide. Nous utiliserons souvent ces notations ; attention a « non 
nuls » ! 
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Les ideaux fractionnaires principaux forment aussi un sous-monoide de 1(A), qui est 
isomorphe a K t imes/A x et est done un groupe (l'inverse de xA est x^A). 

6.4.3 Theoreme. Soit A un anneau de Dedekind. Alors tout ideal maximal non nul de A 
est inversible dans le monoide 1(A) des ideaux fractionnaires non nuls de A. 

Preuve. Soit m un ideal maximal non nul de A. Notons A — > K le corps des fractions 
de A. Posons : 

m := {x e K\ xm C A}. 

Alors w! est un sous-A-module de K. Pour tout y dans m on a ym! C A, done w! est un 
ideal fractionnaire de A. II suffit done de montrer que m'm = A. Comme m! D A, on a 
m C m'm C A, done soit m'm = A, soit m'm = m. Supposons que m'm = m. 

Soit x dans m'. Alors m est un sous-A-module de K, de type fini, stable par multipli- 
cation par x, et contenant un element regulier. Mais alors, d'apres 4.1.4, x est entier sur 
A, et done dans A, car A est integralement clos. On a done ml = A. 

Montrons alors que « m! — A » est absurde. Soit x dans m non nul. Soient n > 1 entier 
et pi, . . . ,p n des ideaux premiers non nuls de A tels que Aa; Z> pi • • • p„ (on peut appliquer 
6.3.4, puisque A est noetherien) , avec n minimal. Comme m D Ax D pi • • -p n , onamD^ 
pour un certain i, disons pour i = 1. Mais m et pi sont maximaux, done pi = m. Posons 
b :— p 2 • • -p n . Alors on a Ac D m& done mbx~ l C A done (par definition de m!) bx~ l C m' . 
Si Ton suppose m' = A (ce que nous voulons exclure, rappelons-le) ceci donne &r _1 C A, 
e'est-a-dire b C xA ou encore D p 2 • • • p n ce qui contredit le choix minimal de n. □ 

6.4.4 Remarque. La preuve donnee ci-dessus n'est pas tres « parlante ». Si on dispose 
de Foutil de localisation, on peut faire une preuve plus conceptuelle, par exemple, comme 
Serre dans son livre [Serre3]. Tout d'abord, m'/A est (K/A) m=0 , le plus grand sous-module 
de K/A annule par m. Ensuite, dans le cas local, on a pour tout x non nul dans m, que 
A [a; -1 ] = K (le seul ideal premier de A qui est contenu dans Ax est 0). II en resulte que 
tout element de K/A est annule par une puissance de x. Comme m est de type fini, il 
en resulte que tout element de K/A est annule par une puissance de m. Mais en prenant 
un sous-module minimal de K/A (ou d'un sous-module non nul de type fini de K/A), on 
trouve que m'/A est non nul. (Pour l'existence d'un sous-module minimal, on utilise qu'un 
sous- module de type fini de K/A est artinien.) 

Pour finir cette remarque, notons qu'on peut meme faire cet argument sans localisation. 
Voici comment on fait : soit x dans m non nul. II suffit de voir que (x~ 1 A/A) m=0 ^ 0. Mais 
la multiplication par x induit un isomorphisme de x~ 1 A/A vers A/xA. Ce dernier est un 
anneau noetherien ou tous les ideaux premiers sont maximaux, et done minimaux. Or, dans 
un anneau noetherien, les ideaux premiers minimaux sont en nombre fini. Soient done m = 
mi, . . . , m r les ideaux premiers de B := A/xA. Comme dans tout anneau, l'intersection des 
ideaux premiers est l'ideal des nilpotents (e'est vrai, pour montrer ceci, il est commode de 
localiser par rapport a un element de cette intersection). Comme m± D • • • flm r est de type 
fini, e'est un ideal nilpotent. On conclut que B est artinien, et que, pour n assez grand, le 
morphisme B — > X\ i B/mJl est un isomorphisme. On termine en prenant un sous-module 
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minimal de B/m n : un tel sous-module est necessairement isomorphe a B/m, ce qui montre 
que B m=0 ^ 0. 

Dans les exercices on trouvera une version plus elementaire des arguments ci-dessus, 
adaptee specialement au cas des K%. 

6.5 Factorisation unique des ideaux fractionnaires. 

Dans cette section et la suivante, nous allons demontrer certains resultats concernant 
les anneaux de Dedekind, et en meme temps pour un certain type d'anneaux a priori plus 
generaux dont nous verrons plus tard que ce sont eux aussi des anneaux de Dedekind. La 
raison de proceder ainsi est que cela nous permet de demontrer plus loin un critere pratique 
pour savoir si un sous-anneau d'un anneau d'entiers dans un corps de nombres est egal 
a l'anneau des entiers, sans avoir a refaire les demonstrations des resultats de ces deux 
sections. 

6.5.1 Definition. Un anneau A est un D- anneau si : 

1. A est integre ; 

2. A est noetherien; 

3. tout ideal premier non nul de A est maximal et inversible dans 1(A). 

6.5.2 Remarque. Insistons sur le fait que cette definition est « provisoire » et inventee 
pour les besoins de la presentation ; nous verrons plus loin que les D-anneaux ne sont 
autres que les anneaux de Dedekind. Le theoreme 6.4.3 implique deja (compte tenu de la 
definition des anneaux de Dedekind) que tout anneau de Dedekind est un D-anneau. 

6.5.3 Theoreme. Soit A un D-anneau, et soit P Fensemble des ideaux premiers non nuls 
de A. Alors tout ideal fractionnaire non nul a de A s'ecrit de faqon unique sous la forme : 

a= Y[p Vp(a \ 

avec les v p (a) dans Z, presque tous nuls. Si a est un ideal non nul de A, on a v p (a) > 
pour tout p dans P. 

Le monoide 1(A) est un groupe : tout ideal fractionnaire non nul a de A admet un 
inverse pour la multiplication d'ideaux fractionnaires. Nous avons done un isomorphisme 
de groupes : 

i;:/(i)A0Z = Z( p ', (p^v p (a)). 
p 

Preuve. Si A est un corps, alors P est vide et 1(A) a un seul element (a savoir A), done 
tout est clair. On supposera done que A n'est pas un corps, de sorte que P est l'ensemble, 
non vide, des ideaux maximaux de A. 
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Commengons par montrer que tout ideal non nul de A est produit d'elements de P (on 
aura done V existence de la decomposition pour les ideaux fractionnaires contenus dans A, 
plus le fait que les exposants sont > pour ceux-la). 

Soit $ l'ensemble des ideaux non nuls de A qui ne sont pas produits d'un nombre fini 
d'elements de P. Supposons que $ ^ 0. Soit a un element maximal de <£>. Alors a ^ A, car 
A est le produit de zero element de P. Done a est contenu dans un ideal maximal p G P. 
Soit p' l'inverse de p. Des inclusions ap C a C p C A on deduit (en utilisant que pp' = A) 
que 

a C ap' C A. 

Si l'on avait a = ap', on en deduirait = a en remultipliant par p. Or, puisque a est de 
type fini, le lemme de Nakayama (6.5.4 ci-dessous) implique que a serait annule par un 
element a de Comme p est un ideal strict, a est non nul done regulier dans A, done 

a = {0}, contradiction. 

Done l'inclusion a C ap' est stricte et en particulier ap' n'est pas dans $, done s'ecrit 
sous la forme ap' — p 1 ■ • -p n , avec les Pi dans P. Mais alors on a : 

a = a A = ap'p = p x ■ ■ ■ p n p, 

ce qui est une contradiction. Done $ est bien vide, et tout ideal non nul de A est un produit 
d'elements de P. 

Soit a un ideal fractionnaire non nul de A. Soit d non nul dans A tel que b := da C A. 
Ecrivons dA — qi • • ■ q m et b — p\ • • • p n avec les pi et qj dans P. Alors on a 

a = Pi---p n qi 1 ---q^\ 

ce qui montre que tout ideal fractionnaire non nul est un produit de puissances d'elements 
de P. 

Le fait que 1(A) est un groupe commutatif, engendre par P, est maintenant clair. Mon- 
trons l'unicite de la factorisation (qui equivaut a dire que P est une partie fibre de 1(A)). 
Supposons qu'il existe une relation non triviale n p P np = A. En separant les exposants 
positifs et negatifs, on obtient une relation non triviale de la forme : 

avec les exposants > et les pi et qj tous distincts. Mais alors p\ contient q™ 1 ■ ■ ■ q™ s , done 
contient Fun des q^ (6.3.3), et est done egal a l'un des q^, ce qui est une contradiction. □ 

6.5.4 Proposition. (Lemme de Nakayama) Soit A un anneau, I un ideal de A, et M 
un A-module de type fini. Supposons que IM = M. Alors il existe un element a de 1 + I 
tel que a M = 0. 

Preuve. Soient m 1 ,...,m n des generateurs de M. Soit /: A n — > M le morphisme de 
A-modules tel que /(e«) = mj. Par hypothese, il existe des Xij dans / tels que : 

T77<£ — ^^^^^ ^ TT\j j . 
3 



38 



Alors on voit, comme dans la preuve de la proposition 4.1.4, que M est annule par a := 
det(Id — x) (ou x designe la matrice (a^j)) ; en developpant le determinant (ou en le 
reduisant modulo I) on constate qu'il est bien dans 1 + 1. □ 



Pour pouvoir travailler avec cette factorisation des ideaux fractionnaires, nous avons 
besoin d'en traduire les proprietes les plus importantes en termes de cette factorisation. 
D'ou le formulaire suivant. 

6.5.5 Theoreme. Soit A un D-anneau, et soit P V ensemble des ideaux premiers non nuls 
de A. Soient a et b des ideaux fractionnaires non nuls de A. 

(i) Pour tout p G P, on a v p (ab) = v p (a) + v p (b), et v p (a~ l ) = —v p (a). 

(ii) On a a C b si et seulement si v p (a) > v p (b) pourtout p G P. 

(iii) On a a C A si et seulement si v p (a) > pour tout p G P. 

(iv) Pour tout p G P, on a v p (a + b) = mm(v p (a) , v p (b)) . 

(v) Pour tout p G P, on a v p (a fl b) — max(v p (a) , v p (b)) . 

Preuve. L'enonce (i) resulte directement du theoreme precedent. Pour (ii), on note que 
a C b equivaut a b^a C A. Done avec (i), (ii) resulte de (iii). Montrons (iii). Si les v p (a) 
sont tous > 0, a est un produit d'ideaux, done un ideal. Si a C A, tous les v p (a) sont > 
par le theoreme precedent. Montrons (iv). Cela resulte de (ii) et du fait que a + b est le 
plus petit ideal fractionnaire de A qui contient a et b. L'enonce (v) correspond au fait que 
a fl b est le plus grand ideal fractionnaire de A contenu dans a et b. □ 

6.6 Valuations sur les anneaux de Dedekind. 

En pratique, on travaille plutot directement avec les elements du corps de fractions 
d'un anneau de Dedekind qu'avec les ideaux fractionnaires. Pour cela, il est commode 
d'introduire les valuations induites par les ideaux premiers non nuls. 

6.6.1 Definition. Soient A un D-anneau, K son corps de fractions, et P l'ensemble de ses 
ideaux premiers non nuls. Pour tout p dans P, la valuation sur K en p est l'application : 



6.6.2 Proposition. Dans la situation de la definition precedente, les applications v p de 
K vers Z U {oo} ont les proprietes suivantes : 

(i) v p (xy) = v p (x) + v p (y) pour tous x et y dans K* ; autrement dit : v p : K* — > Z est un 
morphisme de groupes ; 

(ii) v p (x + y) > mm(v p (x) , v p (y)) , avec egalite si v p (x) ^ v p (y). 




Xy^O 

x = 0. 
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Preuve. La premiere egalite resulte directement de ce que Axy = Ax Ay. Montrons (ii). 
Si x = 0, ou y = 0, ou x + y = 0, c'est clair. Supposons done les trois non nuls : on a alors 
par definition v p (x + y) — v p ((x + y)A). Mais on a (x + y)A C xA + yA, done 

v p (x + y) = v p ((x + y)A) > v p (xA + yA) = min(v p (xA), v p (yA)) 

en appliquant les assertions (ii) et (iv) de 6.5.5, d'ou la conclusion. □ 

6.6.3 Proposition. Soient A un D-anneau, K son corps des fractions, et P l'ensemble de 
ses ideaux premiers non nuls. Soient x dans K et a dans I {A). Pour que x soit dans a il 
faut et il sufRt que v p (x) > v p (a) pour tout p dans P. En particulier, pour que x soit dans 
A il faut et il suffit que v p (x) > pour tout p. 

Preuve. Ceci resulte directement de la definition de v p : K* — > Z et des parties (2) et (3) 
du Theoreme 6.5.5. □ 

Nous pouvons maintenant demontrer le resultat annonce plus haut (et « oublier » dorena- 
vant les D-anneaux) : 

6.6.4 Corollaire. Les D-anneaux sont les anneaux de Dedekind. 

Preuve. II suffit de voir que tout D-anneau A est un anneau de Dedekind ; vu les 
definitions, la seule chose a montrer est que A est integralement clos. Notons done K 
le corps des fractions de A ; soit x dans K, et supposons que x soit entier sur A. II existe 
n > 1 et des aj dans A tel que : 

x n + a ra _ix n_1 H h ao = 0. 

D'apres 6.6.3, pour montrer que x est dans A, il suffit de montrer que v m (x) > pour tout 
ideal premier non nul m de A. Supposons done que m soit un tel ideal et que v m (x) < 0. 
Alors on a, par les proprietes de v m : 

v m (x n ) = nv m (x) < v m (x n ~ 1 ) < v m (a n -ix n ~ l H h a ), 

ce qui contredit que — x n = a n -\x n ~ l + • • • + ao. □ 

6.7 Groupe des unites et groupe des classes d'ideaux. 

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps de fractions, et P l'ensemble de ses ideaux 
premiers non nuls. Rappelons que 1(A) est le groupe des ideaux fractionnaires non nuls, 
et que nous avons un isomorphisme v. 1(A) ^ donne par a = Y[ p P Vp ^- Rappelons 
aussi que nous avons defini des valuations v p : K x — > Z, par v p (x) = v p (Ax). 

Un ideal fractionnaire non nul a de A est dit principal s'il existe x dans K tel que 
a = Kx (en d'autres termes, si a est libre de rang 1 comme A-module). Nous avons un 
morphisme de groupes : 

K x — ► 1(A), x ^ Ax. 
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L'image de ce morphisme est le sous-groupe Pr(A) des ideaux fractionnaires principaux. 
Le quotient 1(A)/ Pr (A) est appele le groupe des classes d'ideaux de A, et est note C(A). 
Avec ces definitions, il est clair que nous avons une suite exacte : 

— > A x — > K x Z( p ) — > C{A) — > 0. 

Une fagon d'interpreter cette suite exacte est de dire que les seules obstructions contre 
ce que v soit un isomorphisme sont A x et C(A). Plus exactement, soit m: P — > Z dans Z^. 
Alors m est dans l'image de v si et seulement si l'image de m dans C(A) est nulle. Si tel 
est le cas, et si x dans K x avec v(x) = m, alors t> _1 {m} = A x x. 

Une autre raison d'etre de C(A) est la proposition suivante. 

6.7.1 Proposition. Soit A un anneau de Dedekind. Les conditions suivantes sont equi- 
valentes : 

(i) le groupe C (A) est trivial ; 

(ii) A est principal ; 

(iii) A est factoriel ; 

(iv) tout ideal premier non nul de A est principal. 

Preuve. (i)=^(ii) est immediat : si C(A) est trivial, tout ideal fractionnaire non nul (done 
en particulier tout ideal non nul de A) est principal. 

(ii) =>- (iii) est bien connu (et est plus facile a montrer pour les anneaux noetheriens que 
dans le cas general). 

(iii) =^(iv) : supposons A factoriel, et soit done p C A premier non nul. Prenons unx^O 
quelconque dans p, et decomposons x en irreductibles dans A : on a x = up\ • • -p n , avec u 
dans A x , n > et les pi irreductibles. En particulier les ideaux Api sont premiers (« lemme 
d'Euclide ») et done Ax = (Api) ■ ■ ■ (Ap n ) est une decomposition de Ax en produit d'ideaux 
premiers. Mais comme x G p, on a v p (x) > et p figure done parmi les Api et est en 
particulier principal. 

(iv) =^(i) : immediat puisque 1(A) (done a fortiori C(A)) est engendre par les (classes 
d')ideaux premiers non nuls. □ 

Dans la resolution de systemes d'equations polynomiales, les groupes C(A) et A x sont des 
groupes qui compliquent les calculs : par exemple, on a vu dans le cas de l'equation de 
Fermat en degre 3 l'importance du fait que Z[j] est principal, et les complications provenant 
des inversibles de Z[j]. Pour cette raison, il est important de comprendre ces groupes, dans 
le cas des anneaux d'entiers des corps de nombres. Si K est un corps de nombres, nous 
montrerons que C(Kj) est fini, et que K% est, a des racines de l'unite pres, libre de rang 
fi + r 2 — 1, ou r\ est le nombre de plongements reels de K dans C, et 2r 2 le nombre de 
plongements non reels. Ce sont les deux resultats principaux de ce cours. 
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6.8 Une caracterisation des anneaux de Dedekind. 

Pour que toute la theorie des anneaux d'entiers dans les corps de nombres soit utile, 
il faut disposer de criteres pratiques pour qu'un sous-anneau de l'anneau des entiers d'un 
corps de nombres soit egal a l'anneau des entiers. Voila pourquoi on considere le resultat 
suivant. 

6.8.1 Theoreme. Soit A un anneau integre noetherien, dont tout ideal premier non nul 
est maximal. Alors les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) A est de Dedekind ; 

(ii) pour tout ideal premier non nul m de A, le A/m-espace vectoriel m/m 2 est de di- 
mension < 1 (de fagon equivalente, il existe x G m tel que m = m 2 + Ax) ; 

(iii) pour tout ideal premier non nul m de A, on a dim^/ m (m/m 2 ) = 1. 

Preuve. (i)=>(ii) : le Theoreme 6.5.5, partie (2), montre que les seuls sous-A-modules de 
m qui contiennent m 2 sont m et m 2 . En d'autres termes, m/m 2 n'a pas d'autre sous-espace 
que lui-meme et {0} ; il est done de dimension ou 1. 

(ii) =^(iii) : le lemme de Nakayama montre que m ^ m 2 , done m/m 2 ^ {0}, et (iii) implique 
done qu'il est bien de dimension 1. 

(iii) =^(i) (le gros morceau) : supposant (iii), il suffit de voir, d'apres 6.6.4, que A est un 
.D-anneau. Notons K le corps de fractions de A, et soit m un ideal premier non nul de A ; 
montrons que m est inversible dans 1(A). 

Comme dans la preuve de 6.4.3, le candidat inverse pour m est 

m' := {x e K \ xm C A}. 

Toujours par les memes raisonnements, on voit que ml est un ideal fractionnaire de A, et 
que l'on a m C m'm C A C ml . II s'agit de montrer que mlm = A ; si ce n'est pas le cas, 
on a m'm = m, et il nous suffit done de montrer que m'm contient un element qui n'est 
pas dans m. 

Soit t dans m et non dans m 2 (noter que m ^ m 2 par l'hypothese (iii), ou encore par 
Nakayama). Alors la classe de t engendre m/m 2 vu l'hypothese (iii), de sorte que 

m = tA + m 2 = tA + (tA + m 2 ) 2 CtA + m 4 

et en iterant ce calcul on voit que 

(*) m = t A + m N pour tout entier N > 

ce qui servira plus loin. 

Par le lemme 6.3.4 il existe un entier r > 1, des ideaux maximaux distincts m = mi, 
m 2 . . . , m r de A, et des entiers ni, . . . ,n r , tels que : 

At D m^-'-ml 1 /. 



42 



Posons J = m™ 2 • • • m™ r et n — ni, de sorte que 




At D m n J. 



Comme les m« sont maximaux, onam, + rrij = A si % 7^ j. En prenant des produits, on en 
deduit que m n + J = A. II existe done u dans A tel que 



Nous allons montrer que u « est l'element cherche », e'est-a-dire : 

- u G m'm ; 

- u ^ m. 

La seconde condition est evidente puisque tt = 1 (mod m n ) et n > 0. Pour la premiere il 
suffit de voir que u G tm', ou encore que t~ x u G m'. Vu la definition de to', e'est encore 
equivalent a t~ l um C A, ou encore a mto C tA. Comme u G J, il suffit pour cela de voir 
que Jto C tA. Mais on sait que Jm n C d'apres (**), et d'autre part to = t A + to™ 
d'apres (*), de sorte que Ton a 



6.9 Quelques criteres pour que A = K%. 

Pour que les beaux resultats que l'on vient de voir, et ceux que nous verrons, soient 
exploitables, il faudra aussi avoir un moyen de calculer, pour un K donne, l'anneau des 
entiers K%. Bien qu'on n'ait pas (et qu'on ne s'attende pas a en avoir) d'algorithme poly- 
nomial pour faire un tel calcul (en fait, il faudrait d'abord expliciter les donnees de depart, 
et le format dans lequel on aimerait la reponse), il est utile d'avoir quelques criteres pour 
voir si un sous-anneau A de K% est egal a K%, ou pour voir quels nombres premiers divisent 



Commengons par des proprietes du discriminant, qui est defini en 7.2.1. 

6.9.1 Proposition. Soit K un corps de nombres, et A un sous-anneau d'indice fini de 
K%. Alors p\disc(A) si et seulement si A/pA n'est pas reduit. 

Preuve. En effet, si k est un corps, et A une fc-algebre de dimension finie en tant que 
/c-espace vectoriel, on a disc (A) = si A n'est pas reduit, car la forme trace est alors 
degeneree. D'autre part, si k est parfait, comme ¥ p par exemple, une /c-algebre de dimension 
finie et reduite est un produit fini d'extensions separables de k, done telle que la forme 
trace est non degeneree. □ 

6.9.2 Proposition. Soit K un corps de nombres, et A C K% un sous-anneau d'indice fini 
a. Alors disc(A) = a 2 disc(K z ). 



u G J 

u = 1 (mod to"). 



Jto = J(tA + m n ) CtA + Jm n C tA, 



ce qui acheve la demonstration. 



□ 



K z /A\. 
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Preuve. C'est une consequence immediate de 7.1.4 plus bas. 



□ 



6.9.3 Theoreme. Soit K un corps de nombres, et A C K% un sous-anneau d'indice fini. 
Alors les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) A = K Z ; 

(ii) A est un anneau de Dedekind ; 

(iii) pour tout nombre premier p tel que p 2 divise disc(A), et pour tout ideal maximal 
m C A contenant p, on a dim^/ m (m/m 2 ) < 1 ; 

Preuve. L'implication (i) =>• (ii) est claire car K% est un anneau de Dedekind (6.1.1 (ii)). 
La reciproque est immediate : d'abord, puisque A est d'indice fini dans K%, il existe un 
entier d ^ tel que dK% C A, ce qui entraine que Frac (A) = Frac (Kj) = K. Comme 
K% est entier sur Z, done sur A et a meme corps des fractions, il lui est egal si A est 
integralement clos, done si (ii) est verifiee. 

L'implication (ii) (iii) est une consequence de 6.8.1. Montrons que (iii) implique (ii). 

Remarquons d'abord que les hypotheses generates de 6.8.1 sont verifiees pour A : il est 
integre comme sous-anneau de K, noetherien en tant que Z-module de type fini (meme 
raisonnement que dans 5.4.4 (i)) ; on voit de meme, comme dans 5.4.4 (iv), que si / est un 
ideal non nul de A alors A/ 1 est fini ; en particulier si / est premier il est maximal puisque 
tout anneau integre fini est un corps. 

Supposant (iii), il s'agit done de voir, d'apres 6.8.1, que pour tout ideal premier non nul 
m de A, le A-module m/m 2 est engendre par un element. Or m contient un nombre premier 
p (la caracteristique du corps fini A/m). Si p 2 divise disc(A), c'est gagne par hypothese. 
Sinon, l'indice \Kz/A\ de A dans K% est premier a p en vertu de 6.9.2. Ceci entraine que 
la multiplication par p 2 dans K%/A est bijective; l'injectivite (resp. la surjectivite) signifie 
que A Hp 2 K% = p 2 A (resp. que K% = A + p 2 K%). Ces deux conditions entrainent a leur 
tour que la reduction modulo p 2 induit un isomorphisme d'anneaux : 

A/p 2 A K z /p 2 K z . 

Or considerons, pour un anneau R quelconque, la propriete : « pour tout ideal maximal 
m de R, le i?-module m/m 2 est engendre par un element ». II est clair que cette propriete 
passe au quotient : si elle est vraie pour R elle est vraie pour tout quotient R/I. 

Dans notre cas, elle est vraie pour K% d'apres 6.8.1 ; elle est done vraie pour Ki/p 2 Ki 
done aussi pour Ajp 2 A qui lui est isomorphe. Or on a m D m 2 D p 2 A done m/m 2 s'identifie 
au quotient m/m 2 ou Ton a pose m := m/p 2 A. Ce dernier est un ideal maximal de A/p 2 A, 
done m/m 2 est engendre par un element comme A/p 2 A-m.odvle (done aussi comme A- 
module) done il en est de meme de m/m 2 . □ 

6.9.4 Exemple. Traitons le cas de K = Q(2 1/3 ) = Q[x]/(f), avec / = x 3 - 2. Prenons 
notre candidat A := Z[2 X / 3 ] pour K%, et appliquons le critere. II y a deux fagons de calculer 
le discriminant de A : on peut le faire avec la definition, c'est a dire, en calculant le 
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determinant de la forme trace de A, ou en calculant de discriminant de / (pour calculer 
ce dernier, on peut utiliser des algorithmes pour le calcul de resultants, mais en degre 3 la 
formule est bien connue). De toute fagon, dans ce cas on trouve disc(A) = —3-6-6 = — 2 2 3 3 . 
Les nombres premiers suspects sont done 2 et 3. Comme A/2A = ¥ 2 [x]/(x 3 ), il n'y a qu'un 
seul ideal maximal de A qui contient 2, a savoir rri2 '■— (2,x), mais celui-la est engendre par 
x tout seul, car dans A on a 2 = a; 3 , done m^/rn^ est de dimension au plus un sur Ajm-i. 
Comme A/3A = F 3 [a;]/(a; 3 + 1) et que x 3 + 1 = (x + l) 3 sur F 3 , on pose y — x + 1, et 
l'on calcule : x 3 — 2 = y 3 — 3y 2 + 3y — 3, done A = 7j[y]/(y 3 — 3y 2 + 3y — 3), (polynome 
d'Eisenstein !) et on voit qu'il n'y a qu'un seul ideal maximal de A qui contient 3, a savoir 
m 3 = (3, y). Ici encore, m 3 est principal, car engendre par y, done m 3 /m| est de dimension 
au plus un sur A/m 3 . On conclut que A = Kz- 
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7 Le discriminant. 



7.1 Discriminant d'une forme bilineaire symetrique. 

7.1.1 Notations, generalites. 

Soient A un anneau, et E un Amodule libre de rang fini n. On suppose E muni d'une 
forme bilineaire symetrique 

P : E x E -> A 

A toute suite finie x = (x±, . . . , x n ) G i? n , on associe sa « matrice de Gram » 

r(/3,x) := (/3(xi,Xj))i<i< n ,i<j<n e M n (A) 

et Ton pose 

:= detr(/3,x) G A 

Si e = (ei, . . . , e„) est une base de E, alors T(f3, e) est simplement la matrice de f3 dans la 
base e, et son determinant D(/3,e) s'appelle le discriminant de f3 dans la base e. En outre, 
si Ton designe alors par X la matrice de x <E E n dans cette base (c'est done une matrice 
carree d'ordre n, dont la i-eme colonne est formee des coordonnees des Xi dans e), alors un 
calcul immediat montre que 

T((3,x) = t XT(f3,e)X 

et que par suite 

D(P,x) = det(X) 2 D(P,e). 

En particulier, si e et sont deux bases de E, on voit que D(P,e) et D(fi,(f) sont egaux 
a multiplication pres par le carre d'un inversible de A Autrement dit, ils ont meme classe 
dans le monoide (multiplicatif) quotient A/A x2 . 

7.1.2 Definition. Avec les hypotheses et notations ci-dessus, le discriminant de P, note 

disc(/3) G A/A x2 

est la classe dans A/A x2 de D(P,e), oil e est une base quelconque de E. 

7.1.3 Exemples. 1. Si A est un corps, disc(/3) est soit nul, soit inversible; il est inver- 
sible si et seulement si P est non degeneree. 

2. Si A est un corps algebriquement clos, le monoide A/A x2 est isomorphe a {0, 1} (muni 
de la multiplication) ; la seule information donnee par le disccriminant est done celle 
vue ci-dessus. 

3. Si A = R, alors A/A x2 est isomorphe a {0, 1, —1} : le discriminant est un « signe ». 
Exercice : exprimer ce signe en fonction du rang et de la signature de p. 

4. Si A = Z, le seul carre inversible est 1, de sorte que le discriminant est un element 
bien defini de Z. 
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5. Le discriminant de la forme nulle est 0, sauf si E = {0} : le discriminant de l'unique 
forme bilineaire sur le module nul est (la classe de) 1 (qui est le determinant de la 
matrice a ligne et colonne). 

6. Soient (E 1 , fa) et (E 2 , f3 2 ) deux A-modules libres de rang fini, munis de formes bi- 
lineaires symetriques; soit (E,f3) le « produit orthogonal » (E x x E 2 , /3\ x (3 2 ), avec 

(A x fa)((xi,x 2 ), (yi,y 2 )) = Pi(xi,yi) + (3 2 (x 2 ,y 2 ), 

alors disc(/3) = disc(/3i) disc^)- (Dans une « base produit » de E, la matrice de (3 
est diagonale par blocs, les deux blocs diagonaux etant les matrices de f3\ et f3 2 ). 
Noter que valeur 1 pour le discriminant lorsque E = {0} (exemple 5) est la seule 
compatible avec la formule ci-dessus : c'est une fagon de s'en souvenir. . . 

7.1.4 Proposition. Avec les notations de 7.1.1, on suppose en outre que A — Z. Soit 
E' C E un sous-Z-module d'indice fini a (et done aussi libre de rang n). Alors 

disc(/3|#/) = a 2 disc(/3). 

Preuve. D'apres le « theoreme de la base adaptee », il existe une base e — (ei, . . . , e n ) 
de E et des entiers di, . . . , d n tels que e[_ = (diei, . . . , d n e n ) soit une base de E' . On a alors 
E/E' = f|? =1 (Z/djZ), de sorte que a = | fllLi^l- D'autre part la matrice de e[_ dans la 
base e de E est la matrice diagonale diag (di, . . . , d n ). On a done 

disc(/V) = D(P,l) 

= det(diag(di, . . . ,d n )) 2 D([3,e) 

= (K =1 d t ) 2 D((3,e) 

= a 2 disc(/9), 

d'ou la conclusion. □ 

7.2 Discriminant d'une algebre. 

Soient A un anneau, et B une A-algebre qui est un A-module libre de rang fini n. On 
applique les considerations precedentes au A-module B muni de la forme trace t b / a definie 
en 5.2. 

Si x = (xi, . . . , x n ) G B n , on posera notamment 

D b /a(x) = D(t B /a, (x)) E A. 

On a done par definition 

Db/a{x) = det(Tr B / A (xiXj)) 

7.2.1 Definition. Avec les hypotheses et notations ci-dessus, le discriminant de B sur A 
est par definition (Hsc^tb/a) £ A/A x2 . 

On le note disc(B/A) si aucune confusion n'est a craindre. 

C'est done la classe modulo A x2 de Db/a{§), ou e designe n'importe quelle base de B 
comme A-module. 



47 



7.2.2 Exemples et remarques 



1. Le discriminant de la A-algebre nulle est 1 (7.1.3(5)). Celui d'une algebre produit 
£>i x B 2 est le produit des discriminants de B x et B 2 (utiliser 7.1.3 (6), en remarquant 
que tb iX b 2 est produit orthogonal de tb 1 et tb 2 ). 

2. Par abus de langage, on designe souvent le discriminant par un element de A qui le 
represente. Un cas important ou ce n'est pas un abus est celui ou A = Z, d'apres 
7.1.3(4). 

3. II y a egalement une situation ou le discriminant a un representant « naturel » : c'est 
celle des algebres de la forme A[X]/(f), ou / G A[X] est unitaire. C'est l'objet du 
paragraphe suivant. 



7.3 Discriminant d'un polynome. 

7.3.1 Definition. Soient A un anneau, / G A[X] un polynome unitaire a coefficients dans 
A, et n le degre de /. Notons B la A-algebre A[X]/(f), et x G B la classe de X ; on rappelle 
(cf. 5.1.2) que (l,x, . . . ,x n_1 ) est une base de B comme A-module. 

On appelle discriminant de / l'element de A defini par 

disc(f) = D B/A (l,x,...,x n - 1 ). 

7.3.2 Remarques. (i) Bien entendu, dans la situation de 7.3.1, disc(-B) est la classe 
de disc(/) modulo les carres d'inversibles. Insistons sur le fait que, contrairement a 
celui de B, le discriminant de / est un element bien defini de A. 

(ii) Explicitons un peu la definition : on a disc(/) = det(Tr(x i+J, ))o<i< n -i,o<j<n-i- Par 
definition de la trace, Tr(x m ) est la trace de la multiplication par x m dans B ; c'est 
done aussi la trace de C m ou C est la matrice compagnon de /, definie en 5.1.2. On 
trouve done 

/ n Tr(C) Tr(C 2 ) ••• ^(C"" 1 ) \ 

Tr(C) Tr(C 2 ) ••• Tr(C n - r ) Tr(C n ) 

Tr(C 2 ) ••• TrtC"- 1 ) Tr(C n ) Tr(C n+1 ) 



disc(/) = det 



\ TriC"' 1 ) Tr(C n ) • • • Tr(C 2n ~ 2 ) / 



(iii) Sauf en tres petit degre (voir 7.3.3 ci-dessous), il est deraisonnable d'appliquer bruta- 
lement la formule (ii) telle quelle pour calculer un discriminant : il faudrait d'abord 
ecrire la matrice compagnon C (ga, ce n'est rien), puis calculer les puissances C m 
(m < 2n — 2) (done 2n — 3 produits de matrices d'ordre n), prendre leurs traces et 
former la matrice trouvee en (ii) (facile a nouveau), enfin calculer le determinant. 
En pratique on passe plutot par la notion de discriminant d'un polynome (voir plus 
loin). 
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(iv) Meme si elle a peu d'interet calculatoire, la formule (ii) donne un renseignement 
precieux. En effet, vu la forme de C donnee en 5.1.2, il est clair que les coefficients de 
la matrice ci-dessus (et done aussi son determinant) sont donnes par des polynomes 
en les coefficients de /, ne dependant que de n. En d'autres termes, il existe pour 
chaque n un polynome « universel » A n (So, . . . , S n -i) G Z[So, . . . , S n -i] tel que le 
discriminant du polynome X n + a n ~\X n ~ l + . . . + a soit egal a A n (ao, . . • , a n -i), 
quels que soient l'anneau A et les coefficients a«. 

D'ailleurs, le polynome A n n'est autre que le discriminant du polynome « universel » 
X n + S n -\X n ~ l + . . . + S , a coefficients dans 1>[S , . . . , S^-i]- 

7.3.3 Exemples. En degre 1, on a A 1 (S ) = 1 (verifiez!). 

Explicitons le calcul de A 2 . Soit done / = X 2 + pX + q unitaire de degre 2, a 

coefficients dans A. La matrice compagnon est C — ( 1 ^ ) , de trace — p ; on a 



1 —p 

C 2 = ( ^ 9 ^ | , de trace p 2 — 2q. Le discriminant de f est done le determinant 
V -p p 2 - q J 

2 — p 

2 9 , egal (surprise) hp 2 — Aq. En d'autres termes, A 2 (So, Si) = S 2 — 4 So. 
—p p — 2q 

En degre 3, on trouve (avec un logiciel de calcul formel, par exemple) que le discriminant 
de X 3 +aX 2 +bX+c est -4a 3 c+a 2 b 2 + 18 a bc+ (-4b 3 -27 c 2 ). Le cas le plus important (et 
qu'il est bon de connaitre par cceur) est celui ou a = 0, ou le discriminant est —4b 3 — 27 c 2 : 
attention au signe ! 

7.3.4 Remarque. Une consequence de l'existence de A n (qui lui est d'ailleurs equivalente) 
est la propriete d'« invariance par changement d'anneau » du discriminant : si / est comme 
dans 7.3.1 et si (p : A — > A' est un morphisme d'anneaux, on peut considerer le polynome 
obtenu en appliquant if aux coefficients de /. Alors on a 

disc(n = ¥>(disc(/)) 

dans A'. 

On peut naturellement montrer cette propriete en « remontant » soigneusement la de- 
finition du discriminant ; on a besoin pour cela des proprietes analogues de la trace et du 
determinant d'une matrice. 

Cette propriete, d'apparence anodine, est tres utile. Par exemple, si A = Z, pour voir 
qu'un entier n divise disc(/) il suffit de voir que le polynome / mod n (dans (Z/nZ)[X]) a 
un discriminant nul. Et, pour A quelconque, on peut, pour calculer disc(/), remplacer A 
par n'importe quel anneau contenant A comme sous-anneau. 

La proposition suivante fait le lien avec une definition plus traditionnelle du discriminant 
(et en facilite le calcul) : 
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7.3.5 Proposition. Avec les notations de la definition 7.3.1, on suppose en outre que f 
est scinde, c'est-a-dire de la forme 

n 

i=i 

ou les Aj sont des elements de A. Pour chaque i e {1, . . . , n}, on a done un morphisme de 
A-algebres 

ifi-.B^ A 

envoyant x sur Aj (et la classe d'un polynome h e A[X] sur h(Xi)). Alors : 

(i) Pour zi, . . . , z n quelconques dans B, on a 

D B/A (z 1 , ...,z n )= (det(v5 i (z j ))i< iij <„) 2 . 
En d'autres termes, pour hi, . . . , h n dans A[X], on a 

D B/A (hi(x), h n (x)) = (det(/i i (A i ))i<i ij <„) 2 . 

(ii) Le discriminant de f est donne par 

n 

disc(/) = J] (A, -A,) 2 = eJI/U) = £N s/A (/'(x)) 

*J6{1, ■■■,»} 1=1 

oil Von a pose e = (— l)™*^ 1 )/ 2 . 

Preuve. (i) II suffit de montrer la seconde formule. Soit M la matrice (hj(Xi)) G M n (A), 
et calculons t M M : e'est une matrice dont le terme general est 

(*MM)jj = Er=A(Ai)fci(A,) 

= Er=i(^^)( A «) 

= Tifl/^m(i)) (d'apres 5.1.8 (iii)) 
= Tr B/A (hi(x) hj(x)). 

Par definition de D B / A , on a done D B / A (h\(x), . . . , h n (x)) = det(*MM) = det(M) 2 , cqfd. 

(ii) La partie (i), appliquee a = a; 1-1 (ou, si Ton prefere, a hi = X 1 ^ 1 ) et la definition du 
discriminant donnent 



disc(/) = 



1 Ai 
1 A 2 

1 K 



n-l 



Ar 1 



Ar 



= n (^-^ 



»ij'S{l,.-.,n} 
i<3 
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(Vandermonde), d'oii la premiere egalite. En remarquant que (Aj — Aj) 2 peut aussi s'ecrire 
— (Aj — — Aj), on en tire : 

disc(/) = (-l)^" 1 )/ 2 J] (A, -A,) 

i,je{l,...,n} 

n 

= (-ir^u n (^-\o 

1=1 jS{l,...,n} 
n 

= (-i) n(n - i)/2 n 
i=i 

puisque /'(X) = ^jll^i^ ~~ -\?')- Enfin, le produit des /'(Aj) est egal a N B /^(/'(x)) en 
vertu de 5.1.8 (ii), d'ou la derniere egalite. □ 

La partie (ii) de la proposition ci-dessus fournit plusieurs fagons, toutes utiles, de cal- 
culer le discriminant. Par exemple, lorsque A est un corps, on obtient : 

7.3.6 Corollaire. Soient K un corps, f G K[X\ unitaire de degre n, B la K-algebre 
K[X]/(f), x G B la classe de X, L une extension de K telle que f soit scinde dans L[X] 
(par exemple un corps de decomposition de /, ou une cloture algebrique de K). 

(1) Soient \ (1 < i < n) les racines de f dans L, comptees avec multiplicity . On a dans 
L les egalites (avec e = (— l) n ( n_1 )/ 2 j 

n 

disc(/) = J] (Aj - Xj) 2 = eJlfiXi) = eN B/K (f'(x)) 

i,je{l,...,n} 1 = 1 

(2) Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) disc(/)^0; 

(ii) la forme trace r B /k est non degeneree ; 

(iii) f n'a pas de racine multiple dans L (ou dans une cloture algebrique de K) ; 

(iv) / et f n'ont pas de racine commune dans L (ou dans une cloture algebrique de K) ; 

(v) / et f sont premiers entre eux dans K[X]. 

Preuve. La premiere egalite de (1) resulte immediatement de 7.3.5 (ii), puisque disc(/) 
se calcule aussi bien dans L que dans K, et que dans L[X] on a / = niLiC^" ~~ K)- Pour 
la seconde, posons Bl := L[X]/(f) : alors 7.3.5 (ii) donne disc(/) = £Ng I /i(/'(x)), et il 
suffit de remarquer que si z G B, alors N B / K (z) = N Bl / l (z) (en effet (l,x, . . . ,x n_1 est a 
la fois une K-base de B et une L-base de B L , et la matrice de z est la meme dans ces deux 
bases). 

(2) L'equivalence (i)-^(ii) a deja ete remarquee (7.1.3). Les equivalences (iii)<^(iv)<^(v) 
sont (on l'espere) bien connues. Enfin, (i)^(iii) (ou, si Ton prefere, (i)-^(iv)) est une con- 
sequence de (1). □ 
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Dans la proposition 7.3.5, la derniere formule, disc(/) = eN(f'(x)), se distingue par le 
fait que les \ n'y figurent pas, et qu'elle garde done un sens sans l'hypothese que / soit 
scinde. On peut (on doit !) done se demander si elle est vraie sans cette hypothese, et de 
fait : 

7.3.7 Corollaire. Sous les hypotheses de 7.3.1 (et sans supposer / scinde), on a la formule 

disc(/) = (-l)^- 1 )/ 2 N SM (/'(x)). 

Preuve. Ecrivons / = X n + a n -\X n ~ l + . . . + a . Le premier membre est A„(a , . . . , a n _i), 
ou A n G 1i[Sq, . . . , S n -i] est le polynome de 7.3.2 (iv). De meme, le membre de droite est 
un « polynome universel » en les aj (a coefficients entiers, et ne dependant que de n) : en 
effet il est egal a det(/'(C)) ou C est la matrice compagnon C de /; il est clair que les 
coefficients de /' sont polynomiaux en les a*, de meme que ceux de C, done aussi ceux de 
la matrice f'(C) et finalement son determinant. L'identite de l'enonce est done de la forme 

A n (a , • . • , a„_i) = $ n (a , . . . , a„_i) 

ou A n et $ n sont dans Z[£] = Z[So, . . . , S^-i], et sont independants de / (et de A). 
II sufflt done d'etablir dans Z[£] l'identite A n = $ n , ce qui revient a demontrer 7.3.7 
dans le cas (dit « universel ») ou A est l'anneau A u = Z[5] et ou / est le polynome 
/„ = X n + S n _iX n ~ l + . . . + Sq. Pour cela, on peut en outre remplacer A u par un anneau 
le contenant, par exemple (puisqu'il est integre) par son corps des fractions K u . Mais il 
existe une extension L de K u telle que /„ soit scinde dans L[X], et sur laquelle on peut 
done appliquer 7.3.5 (ii). □ 

7.3.8 Remarque. Voici une variante de l'argument ci-dessus, que nous laissons comme 
exercice. Pour / e A[X] unitaire de degre n, on montre qu'il existe une A-algebre A' 
contenant A (et, si l'on veut, libre de rang n\ comme A- module) telle que / soit scinde 
dans A'[X] : la formule est done vraie dans A', et done aussi dans A par le meme argument 
que ci-dessus. 

Pour trouver A', on copie l'argument bien connu (du moins on l'espere) dans le cas ou 
A est un corps : on remarque que si l'on pose encore B = A[X\/ (/), et si x est la classe de 
X dans B, alors f(x) = done f — (X — x) g(X) avec g E B[X] unitaire de degre n — 1 ; 
on conclut alors par recurrence sur n. 

7.4 Retour aux algebres : algebres separables. 

7.4.1 Definition. Soient K un corps, et B une fT-algebre (commutative) de dimension 
finie. On dit que B est separable si disc(B/K) ^ (ou, de fagon equivalente, si la forme 
trace tb/k est non degeneree, cf. 11). 
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7.4.2 Exemples et remarques. 

(i) On dit en particulier qu'une extension finie de K est separable si c'est une .fT-algebre 
separable. 

(ii) Soit / G K[X] unitaire : alors, d'apres 7.3.6 (2), la K-algebre K[X]/(f) est separable 
si et seulement si / n'a pas de racine multiple dans une cloture algebrique de K (on 
dit alors parfois que / est un polynome separable). 

(iii) Soient B 1 et B 2 deux fT-algebres de dimenson finie. Alors B 1 x B 2 est separable si et 
seulement si Bi et B 2 le sont : ceci resulte de 7.2.2 1. 

(iv) Soit B une if-algebre de dimension finie et soit x G B un element nilpotent. Alors x 
est de trace nulle (exercice d'algebre lineaire : considerer le polynome caracteristique 
de x, ou ses valeurs propres comme endomorphisme). Mais, pour tout y G B, xy est 
encore nilpotent (B est commutative), de sorte que Tr (xy) = pour tout y et que x 
est dans le noyau de la forme trace. 

On en conclut que toute K-algebre separable est reduite, c'est-a-dire sans element 
nilpotent non nul. 

La partie (3) de la proposition ci-dessous donne une reciproque partielle a 7.4.2 (iii) : 

7.4.3 Proposition. Soient K un corps, et B une K-algebre (commutative) de dimension 
finie. 

(1) Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) B est reduite ; 

(ii) B est isomorphe a un produit L± x • • • x L r d'extensions finies de K. 

(2) Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(iii) B est separable ; 

(iv) B est isomorphe a un produit L x x • • • x L r d'extensions Rnies separables de K. 

(3) On suppose que K est fini ou de caracteristique nulle. Alors toute extension finie de K 
est separable. En consequence, les conditions (i) a (iv) ci-dessus sont equivalentes. 

Preuve. (1) L'implication (ii)=^(i) est triviale. 

Sans meme supposer B reduite, soit J C B l'intersection de tous les ideaux maximaux 
de B. Comme B est de dimension finie, J est intersection d'une famille finie (mi, . . . ,m r ) 
d'ideaux maximaux distincts. Le lemme chinois implique que le morphisme naturel 

r 

up : B -> Y[B/m t 

i=i 

est surjectif (on voit en particulier que r < dim^-B, mais peu importe ici). II est clair 
d'autre part que kenp = J. 

Montrons que J est le « nilradical » de B, c'est-a-dire l'ensemble des nilpotents. Si x G B 
est nilpotent, il est clair que (p(x) = 0, done x G J. Reciproquement, soit x G J : puisque 
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dimB < oo, x est annule par un polynome non nul, de la forme P(X) = X d (XQ(X) + A) 
avec A 7^ dans K ; on a done = x d (xQ{x) + \). Mais x est dans tous les ideaux maximaux 
de B, done xQ(x) + A n'est dans aucun, done est inversible. La relation ci-dessus implique 
done x d = 0, cqfd. 

Si B est reduite, on en deduit que ip est injectif, done bijectif, d'ou (ii). 

(2) L'implication (iv)=^(iii) est immediate par 7.4.2 (iii). Inversement, si B est separable, 
elle est reduite d'apres 7.4.2 (iv) ; elle est done produit d'extensions finies de K, automati- 
quement separables par 7.4.2 (iii). 

(3) Soit L une extension finie de K. 

Si K est de caracteristique nulle, le theoreme de l'element primitif assure que L est 
engendree par un element (comme extension de K) done est de la forme K[X]/(f) ou / e 
K[X] est irreductible. Mais ceci entraine que / est separable : en effet, comme carfT = 0, 
la derivee /' de / n'est pas nulle ; comme deg /' < deg / et que / est irreductible, les 
polynomes / et /' sont done premiers entre eux, done L est separable d'apres 7.3.6 (2). 

Si K est fini, on sait que le groupe L* est cyclique, d'ordre n premier a la caracteristique 
p de K. Soit x un generateur de L*. Alors L = K(x), et comme ci-dessus il suffit de voir 
que le polynome minimal f de x n'a pas de racine multiple. Or x est racine du polynome 
X n — 1, qui n'a pas de racine multiple (sa derivee est nX"" 1 done a pour seule racine 
puisque n^O dans K). II en est done de meme de /, qui divise X n — 1. □ 

7.4.4 Remarque. L'assertion (3) s'etend en fait a tout corps de caracteristique p > 
dont tout element est une puissance p-ieme (ces corps, ainsi que les corps de caracteristi- 
que nulle, sont dits parfaits). 

Reciproquement, si car K = p>0et si a £ K n'est pas une puissance p-ieme, alors 
on montre facilement que le polynome X p — a est irreductible dans K[X\ ; comme il est 
clair qu'il a une racine d'ordre p dans une cloture algebrique de K (d'ailleurs sa derivee 
est nulle), on voit que L := K[X]/(X P — a) est une extension finie de K qui n'est pas 
separable. 
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8 Finitude du groupe des classes d'ideaux. 



Si K est une extension finie de Q, nous avons defini le groupe de classes d'ideaux C{K%) 
comme le quotient I(Kj) / P(Kj). Le but est maintenant de montrer que les C[K-£) sont 
finis. Pour le faire, nous allons montrer que tout element de C{K%) est represente par un 
ideal a de K% qui est « petit » dans le sens que K%/a est petit. Le cardinal de K%ja sera 
appele la norme de a. 

8.1 La norme d'un ideal. 

8.1.1 Definition. Soient K une extension finie de Q, et a un ideal non nul de K z . On 
definit la norme N^Q(a) de a par : 

N^/q(o) := \K z /a\. 
On la note aussi N(a) si aucune confusion n'est a craindre. 

8.1.2 Proposition. Avec les notations ci-dessus, posons A = K%. 

(i) Si x est un element non nul de A, alors Nk/q(xA) est egal a \Nk/q{x)\. 

(ii) Si a et b sont des ideaux non nuls de A, on a N(afe) = N(a)N(6). En particulier, on a 
N(a) = Yip N(p) Vp ( a \ oil p parcourt V ensemble des ideaux maximaux de A. 

Preuve. L'assertion (i) a deja ete vue, cf. 5.4.4 (iii). Pour (ii), il suffit de le montrer dans 
le cas ou b est un ideal maximal m. Dans ce cas, on a une suite exacte de ^-modules : 

— ► a/ am — > Kz/am — >■ K%/a — > 0. 

II suffit done de voir que \a/am\ = \A/m\, ou encore, que a /am est un i^/m-espace 
vectoriel de dimension un. Or le theoreme de decomposition des ideaux montre que a jam 
n'a pas de sous-A-module autre que lui-meme et 0, et qu'il n'est pas nul, d'ou la conclusion. 
□ 

8.1.3 Remarques. (i) Avec les notations de 8.1.1 et 8.1.2, il resulte de la definition 
que l'entier N(a) annule le groupe A/ a. Done N(o).l J 4/ a = 0, de sorte que N(a) est 
un element de a. 

Inversement, soit m un entier positif appartenant a a : alors A/a est un quotient de 
A/mA, done N(a) divise le cardinal de A/mA, qui est m^ K:< ^ d'apres 5.4.4 (ii). 
(ii) Si a est maximal, alors la caracteristique du corps K%/a est un nombre premier p, qui 
est l'unique nombre premier appartenant a a ; la norme de a est alors une puissance 
de p (elle divise meme p^ K '^ d'apres (i) ci-dessus). 

On voit done que, si p est un nombre premier, les ideaux maximaux de A contenant 
p sont exactement les ideaux maximaux dont la norme est une puissance de p. 
On prendra garde que, pour un ideal a, le fait que N(a) soit une puissance d'un 
nombre premier p n'implique evidemment pas que a soit maximal (sauf si N(a) = p, 
bien entendu). 
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8.2 Le cas de Q( v /3 5). 

Nous considerons Q(y/—5) comme sous-anneau de C, en envoyant 5 vers i y/E. L'an- 
neau des entiers de Q(\/— 5) est l\\f— 5], de Z-base (1, 

Soit a un ideal non nul de 1\\J — 5]. Essayons de trouver un element re 7^ de a tel que 
|x| soit petit, et de voir apres a quoi cela peut bien servir. Pour r > reel, notons B(r) la 
boule fermee {z e C | |z| < r}. Nous considerons, pour r > 0, les applications suivantes : 

B( r ) — > C/a. 

On a : 

Vol(£(r)) = nr 2 , Vo\(C/Z[V^5]) = V$, Vol(C/a) = N(a)v / 5. 
Pour la derniere egalite, utiliser la suite exacte : 

— ► Z[V=5]/a — ► C/a — > C/Z[y/=5] — »• 0, 

ou raisonner en termes de domaines fondamentaux (celui pour a est reunion disjointe de 
N(a) copies de celui de 1\_\f— 5]). Prenons maintenant r tel que Vo\(B(r)) > Vol (C/a), 
c'est a dire : 

(^\ 1/2 
—^) ■ 

Alors l'application ci-dessus de B(r) vers C/a n'est pas injective, done il existe y et z 
dans B(r), distincts, tel que x := y — z est dans a. Nous avons done obtenu un x 7^ 
dans a avec |x| < 2r. Ceci vaut pour tout r > tq. Comme les B(2r) sont compactes, les 
B(2r) fl (a — {0}) le sont aussi, done leur intersection, prise sur tous les r > r , n'est pas 
vide (car aucune intersection finie n'est vide). Done, en fait, nous avons montre l'existence 
d'un x 7^ dans a avec \x\ < 2r . Considerons maintenant la suite d'inclusions d'ideaux : 

Z[y/^5] DaD Z[y/^5]x = ab, 

ou la derniere egalite est la definition de b. Cela montre que a -1 est egal a b dans C(Z[V— 5]), 
et que : 

N(6) = N(Z[v /z 5]x)/N(a) = N(x)/N(a) = |x| 2 /N(a) < 4VE/tt < 3. 

Nous en concluons que tout element de C(Z[\/— 5]) est represente par un ideal de norme au 
plus 2 de 7L\\J — 5]. Mais les seuls ideaux de norme < 2 sont Z[\/— 5] et m2 := (2, 1 + \/— 5), 
ce qui montre que C(Z[-\/— 5]) a au plus 2 elements. Comme m 2 n'est pas principal (la 
norme de a + 6^/— 5 est a 2 + 56 2 ), on conclut que C(Z[V— 5]) = Z/2Z. 

8.2.1 Theoreme. C(Z[- N / == 5]) = Z/2Z. 
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8.3 Application. 

8.3.1 Theoreme. L'equation y 2 = x 3 — 5 n 'a pas de solution dans Z. 

Preuve. Par contradiction. Supposons que x et y sont dans Z, tel que y 2 = x 3 — 5. Alors 
nous avons, dans 1\\J— 5] : 

= + 5 = (y + v^Xy - v^)- 

Notons que l'ideal (y + y/^5,y — \/—5) contient (2^/— 5) = m 2 m 5 . Notons P l'ensemble 
des ideaux maximaux de Z[V— 5]. Alors, si p est dans P — {m2,m 5 }, au plus Fun d'entre 
v p (y + et v p (y — v^— 5) est > 0, et done tous ces v p (y + \f—h) et v p (y — y/—E) sont 

divisibles par 3. D 'autre part, m~2 = m 2 et mi = m^, done v m2 (y + \/— 5) = v m2 (y — \/— 5), 
done v m2 (y + \/— 5) et v m2 (y — \J — 5) sont divisibles par 3. Le meme argument montre que 
v m 5 (y + \/— 5) et v ms (y — son t divisibles par 3. On en conclut qu'il existe un ideal 

a de Z[v^— 5] tel que (y + \/— 5) — fl3 - Comme C(Z[-\/— 5]) est d'ordre 2, a est principal, 
disons a = (u). Mais alors, quitte a remplacer u par — -u, on a w 3 = y + v^— 5. En ecrivant 
■u = n + m/-5, ceci donne rapidement une contradiction. □ 

On peut voir, mais ce n'est pas facile, qu'il n'y a pas d'obstruction de signe ni de congruence 
qui permet de montrer ce resultat (en effet, il y a des solutions dans R, et dans tous les 
Z/p n Z avec p premier et n > 1). 



8.4 Le cas des corps quadrat iques reels. 

Soit d > 1 un entier sans facteur carre. Notons K := Q(y/d) et A := K z son anneau 
des entiers. Rappelons-nous que A = Z[(l + y/d)/2] si d = 1 modulo 4, et A = Z[y/d\ 
sinon. Notons <pi et 02 les deux plongements de K dans K, et 0: X — ► IR 2 le morphisme 
d'anneaux donne par 0(x) = (0i(x), faix)). Nous observons d'abord que 



Vol(M 2 /0(Z[v / rf])) 



det 



1 \ 
1 -Vd) 



2Vd. 



On en conclut que Vol(M 2 /0(A)) = Vd si d = 1 modulo 4, et 2^ = VM sinon. D'autre 
part, calculons le discriminant disc (A) de A. Par definition, e'est le determinant de la 
matrice de la forme trace par rapport a n'importe quelle Z-base de A (cela ne depend pas 
du choix car le determinant d'un element g de GL 2 (Z) est ±1, et la matrice en question 
change par m i— > g t mg). Par rapport a la Z-base (1, \fd) de Z[Vd], la matrice de la forme 
trace est ( q 2 ° d ) , done de determinant Ad. II en resulte que : 



disc(A) 

On conclut que : 



d si d = 1 modulo 4, 
Ad si d ^ 1 modulo 4. 



Vol(M 2 /0(A)) = |disc(A)| 1/2 . 
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Soit maintenant aCiun ideal non nul. On a alors : 

Vol(M 2 /0(a)) = N{a)Vol{R 2 /<f){A)) = N(a) |disc(A)| 1/2 . 

Comme dans le cas imaginaire, nous allons nous servir d'une norme ||-|| sur le M-espace 
vectoriel dans lequel nous travaillons : ici c'est M 2 . Nous prenons, comme tout le monde, 
d'ailleurs, la norme donnee par ||(x, y)|| = La raison de ce choix devient claire sur un 

dessin, oil Ton voit qu'il maximise le volume de la « boule » B(||-||, r) := {2; e M. 2 | \\z\\ < r} 
sous la condition que cette boule soit contenue dans {(x, y) G M 2 | \xy\ < 1}. (Notons qu'en 
fait toutes les metriques ||(x,y)|| = a\x\ + f3\y\ avec a(5 = 1, a>0et/3>0 sont aussi 
bonnes.) 

L'identite (x + y) 2 — 4xy = (x — y) 2 montre que pour tout x dans K on a : 

Comme 5(||-||,r) est un carre de cote V2r, on a : 

Vol(S(||-||,r)) = 2r 2 . 
Prenons maintenant r tel que 2r^ = Vol(IR 2 /0(a)), done : 

(N(a) |disc(A)| 1 / 2 \ 1/2 
r °={ 2 

Par le meme argument que dans le cas imaginaire, on voit qu'il existe un x 7^ dans a, tel 
que 1 1 a; 1 1 < 2r . Prenons un tel x. On a alors : 

w*)i< (mmxw < ( i/4)4 rS = ™|^. 

D'autre part, on a la suite d'inclusions d'ideaux de A : 

A D a D Ax = ab, 

oil la derniere egalite est la definition de b. Pour ce b : 

N(b) = < |disc(A)|V 2 ^ 

On en conclut le resultat suivant. 

8.4.1 Theoreme. Soit K un corps quadratique reel. Alors tout element du groupe de 
classes d'ideaux C{K%) a un representant qui est un ideal de K% de norme au plus 
2- 1 |disc(^)| 1 / 2 . 

8.4.2 Exemple. Z[a/7] est principal. En effet, il suffit de voir que tout ideal b de norme 
au plus y/7 < 3 est principal. Comme Z[a/7]/(2) = F 2 [a;]/(x 2 + 1), il suffit de voir que 
(2, 1 + V^7) est principal. Comme N(3 + \/7) = 3 2 — 7 = 2, c'est le cas. 
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8.5 Bornes dans le cas general. 

Soit K une extension finie de Q, d son degre, et 0i, . . . , 0^ les plongements distincts de 
K dans C, numerates de la fagon suivante & = & si 1 < i < r 1 , et (p ri +i = < t > r 1 +r 2 +i s * 
1 < i < r 2 . On a done d — T\ + 2r 2 . 

8.5.1 Exemple. Prenons K := Q(2 1 / 3 ). Le polynome minimal de 2 1 / 3 est x 3 — 2, ses trois 
racines dans C sont 2 1/3 , 2 1/3 j, et 2 1/3 j 2 . On a done 0i(2 1/3 ) = 2 1/3 , et on peut prendre 
2 (2 1 /3) = 2 V*j et 3 (2 1 / 3 ) = 2V3j2. 

Nous plongeons if dans M ri x C r2 en utilisant les 0; : 

0: if — >• W 1 x C r2 , x^0(a;) := (^(x), . . . , ri+ra (x)). 

Cette application est un morphisme de Q-algebres. Dans la suite, nous utilisons la M-base 
(l,i) de C pour passer de C a IR 2 . Par exemple, nous noterons egalement l'application 
suivante, obtenue en composant le en haut par 1'isomorphisme C* 2 — > IR 2r2 : 

0: if -> M d 

x i ^ (0i(x), . . . ,0 ri (x),Re(0 ri+ i(x)),Im(0 ri+ i(x)), . . . ,Re(0 n+r2 (x)),Im(0 ri+r2 (a;))). 

Pour simplifier la notation dans ce qui va suivre, nous posons := M ri x C 2 . Ceci est 
d'autant plus justifie par le fait que le morphisme naturel de IR-algebres M ®q K — > 
est un isomorphisme (cela se voit en prenant un element primitif x de K, et en ecrivant 
K = Q[t]/(f), avec / le polynome minimal de x). En fait, il est plus naturel de plonger K 
dans R ®q K que dans K^, car cela evite le choix d'une numerotation des 0j. 
Nous avons vu que pour tout x dans K , on a : 

Nk/q(x) = |0i (V)| • • • |0 ri (x)|-|0 ri+1 (a;)| 2 • • • |0 ri+r2 (a:)| 2 . 

Cela donne done un diagramme commutatif : 

K — K n 



n N: (x, 2) i— > • • • |x ri |-|zi| 2 • • • |-2 r2 | 2 



H 

>• 



Remarquons que l'apparition des exposants 2 au coordonnees qui correspondent aux fac- 
teurs C n'a rien de surprenant, car la norme est le determinant de la multiplication par 
1 'element en question (et done sa valeur absolue mesure le facteur par lequel changent les 
volumes) . 

Comme dans le cas des corps quadratiques reels, il faudra choisir une norme sur le R- 
espace vectoriel Kr. Pour rendre optimal les resultats qui suivent, on fait le choix suivant : 

|| (x, z)\\ := \x±\ H h |x ri | + 2\z±\ H h 2\z r2 \. 
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8.5.2 Remarque. Dans [Samuel], on ne voit pas de norme qui apparait, mais plutot le 
choix d'une partie integrable, convexe et symetrique par rapport a l'origine de K R . Cela 
revient au meme (sauf peut-etre si on voulait utiliser de telles parties assez sauvages pour 
qu'elles ne proviennent pas d'une norme). Si ||-|| est une norme, on lui associe la partie 
-B(||-||, 1), la « boule » fermee de rayon un. 

8.5.3 Lemme. Pour tout (x,z) dans on a : 

\N(x,z)\ 1/d < 



d 

Preuve. C'est l'inegalite « moyenne geometrique < moyenne arithmetique ». Elle resulte 
de la convexite du logarithme. En effet, si < x < y, le segment de (x, log(x)) a (y, log(y)) 
est l'ensemble des (ax + by,a\og(x) + felog(y)) avec a > 0, b>0eta + b — 1, d'ou 
a\og(x) + Mog(y) < log(ax + by). □ 

8.5.4 Lemme. Pour r > 0, on a Vol(S(||-||, r)) = 2 ri (n/2) r2 r d /d\. 

Preuve. Par recurrence sur r\ et r 2 . Si r\ > 0, on a : 

pr pr 

Vo\(B rur2 (r)) = / Vol(S ri _ lir2 (r - \x\)) dx = 2 Vol(S n _ 1>r2 (r - x)) dx = 

J x=—r J x=0 



( r - x) ri ~ 1+2r2 



■ [ 2 1 * 1 - 1 

Jx=0 



.2/ (n-l + 2r 2 )! 
Si T\ = et r 2 > 0, on a : 



dx 



Vo\(B ,r 2 (r)) = [ Vol(5 ,r 2 -i(r - 2\z\)) dxdy 

J\z\<r/2 
rr/2 

= 2vr / Vo\(B 0<r2 _ 1 (r-2p))dp = - 



lp=0 

ou nous avons ecrit z = x + iy = pe 1 ^. □ 



La chose suivante que nous voulons est une expression pour Vo\(K^ / Ki) -Rappelons que 
nous avons deja vu que Ki est discret dans K K (ce qui est d'autant plus clair apres la 
remarque que le plongement de Kz dans est, a un isomorphisme pres, celui de K% dans 
R ®z K%. Nous allons voir qu'en effet ce volume s'exprime naturellement en termes du 
determinant d'une matrice de la forme trace de K%. 

8.5.5 Lemme. Soit M un Z-module libre de rang Gni, et b: M x M — > Z une forme 
bilineaire. Pour e une base de M, notons mat e (6) la matrice de b par rapport a e. Alors 
les determinants det(mat e (6)), avec e une base de M, sont tous egaux, et on definit le 
discriminant de b, note disc (b), comme etant cet entier. 
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8.5.6 Definition. Pour K un corps de nombres on definit le discriminant de Ki comme 
le discriminant de la forme trace sur K%. De meme pour des sous-anneaux d'indice fini 
dans K%. 



8.5.7 Proposition. Soit K un corps de nombres. 

1. Vol(K R /K z ) = 2- r2 |disc(^)| 1 /2. 

2. Pour tout ideal a non nul de K z , on a Vo\(K R /a) = 2- r2 |disc(f^)| 1/2 N(a). 

Preuve. Le deuxieme enonce resulte directement du premier. Soit x := (x±, . . . ,x d ) une 
Z-base de K%. Alors : 

</>i{x d ) \ 

Re((j) ri+r2 (x d )) 

lm((f) ri+r2 (x d )) J 
M x d) \ 

(f) ri+1 (x d ) 
4>r 1 +r 2 +l{ x d) 

i x d) 

= 2~ r2 \ det (a) |, avec a it j = 4>i(xj). 

Vient maintenant l'astuce : 

k k k 

On en conclut que 

det(a) 2 = det(a) det(a) = det (a*) det(a) = det(a'a)) = disc(i^z)- 

□ 

8.5.8 Theoreme. Soit K un corps de nombres, d son degre, r\ et r 2 le nombre de facteurs 
RetC dans K R . 

1. Soit a un ideal non nul de K%. Alors il existe un x non nul dans a tel que : 

N(^)< |disc(X z )|V 2 N(a). 



Vo\(K R /K z ) 



det 



2 -r 2 



Re(0 ri+r2 (a;i)) 
yim(0 r . 1+r2 (xi)) 



det 



ri+ l(Xi) 
4>r 1 +r 2 +l{ x l) 



(*l) 
V 0n+2r 2 
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2. Tout element de C{K-£) est represents par un ideal a de K% tel que : 

N(a) -(^) r2 | |diSc( ^ )|1/2 - 

3. C(K Z ) est 6ni. 

Preuve. On procede comme on l'a deja fait dans le cas des corps quadratiques reels. Pour 
la finitude de C(K%), notons simplement qu'un ideal a de K% d'indice n contient n, done 
est l'image reciproque de son image dans l'anneau fini K^jnK^. □ 

Nous terminons cette section avec un exemple amusant. 

8.5.9 Theoreme. L'anneau des entiers de Q(v / —163) est factoriel. Les nombres n 2 —n+Al 
avec n entier et —40 < n < 41 sont tous des nombres premiers. 

Preuve. On verifie que 163 est premier, et que —163 est congru a 1 modulo 4. L'anneau 
des entiers A de Q( v / — 163) est done Z[u], avec u — (1 + \J — 163)/2. Le polynome minimal 
de u est / := x 4 - x + 41, done A = Z[u] = Z[x]/(f). 

Montrons que A est factoriel. Comme il est de Dedekind, cela revient a montrer que son 
groupe de classes d'ideaux est trivial. Le theoreme precedent donne qu'il suffit de verifier 
que les ideaux de norme au plus 2\/l63/n sont principaux (disc(A) = —163). II suffit done 
de verifier que les ideaux maximaux contenant 2, 3, 5 ou 7 sont principaux. Cela resulte 
de ce que / est irreductible dans ¥ p [x] pour tous les p dans cette liste. On a done montre 
que A est factoriel. 

Pour montrer le deuxieme enonce sans verifier cela cas par cas, on utilise une propriete 
de la norme. Un calcul montre que N(a + bu) = a 2 + ab + Alb 2 = (a + b/2) 2 + (41 — l/4)6 2 , 
pour a et b dans Q. On voit done que pour a et b dans Z avec b ^ 0, on a N(a + bu) > 41. 

Soit p un nombre premier et supposons que / est reductible dans ¥ p [x]. Alors A a un 
ideal de norme p, done un element de norme p. Done / est irreductible dans ¥ p [x] si p < 41. 

Si p est premier et divise un nombre de la forme n 2 — n + 41, alors / a une racine 
dans F p . On en deduit que si p est premier et divise n 2 — n + 41 pour un n dans Z, alors 
p > 41. On en conclut que si \n 2 — n + 41 1 < 41 2 , alors n 2 — n + 41 est premier. Pour finir : 
on a In 2 — n\ < 41 2 — 41 si et seulement si —40 < n < 41. □ 
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9 La reciprocity quadratique. 



9.1 Decomposition des nombres premiers. 

Soient K un corps de nombres, et p un nombre premier. L'anneau Ki/pK% est alors une 
Fp-algebre de dimension d := dimQ(i^). Nous allons relier sa structure a la decomposition 
de pKi en produit d'ideaux premiers, et d'autre part au discriminant de K%. 

Commengons par une remarque valable dans tout anneau de Dedekind : 

9.1.1 Proposition. Soient A un anneau de Dedekind, I un ideal non nul de A. Les condi- 
tions suivantes sont equivalentes : 

(i) l'anneau A/ 1 est (isomorphe a) un produit de corps; 

(ii) l'anneau A/ 1 est reduit ; 

(iii) pour tout ideal premier non nul m de A, on a v m (I) G {0, 1} (ou v m (I) est l'exposant 
de m dans la decomposition de J, cf. 6.5.3). 

Preuve. L'implication (i) =^ (ii) est triviale (pour n'importe quel anneau). 

Ecrivons I = rrf^ ■ ■ -mp", ou les rrii sont des ideaux premiers non nuls de A, deux a 
deux distincts (et ou tous les sont > 0). En particulier les ideaux mp sont etrangers 
deux a deux, de sorte que Ton a (lemme chinois) : 

r 

A^H(A/mn 

i=i 

(ii) (iii) : supposons (iii) fausse, par exemple e\ > 2. L'ideal I' = mi m^ 2 ■ ■ ■ m e r r contient 
J, est different de / (par unicite de la decomposition), et verifie I' ei C /. Soit alors x e I'\I : 
alors la classe de x dans A/ 1 est un element non nul (puisque x £ I) et nilpotent (puisque 
x ei G I' ei C /, done A/ 1 n'est pas reduit. 

(iii) (i) : si chaque vaut f, alors chaque A/mf = A/mi est un corps, done A/ 1 est 
bien un produit de corps. □ 

9.1.2 Proposition. Soit B un anneau qui est un Z-module libre de type Gni, et soit p un 
nombre premier. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) l'anneau B/pB est un produit de corps; 

(ii) Vanneau B/pB est reduit; 

(iii) p ne divise pas disc(S/Z). 

Preuve. La classe modulo p de disc(f?/Z) est le discriminant de la F p -algebre B/pB, 
et ce dernier est nul si et seulement si B/pB est reduit (ou encore un produit de corps), 
d'apres 7.4.3(3). □ 
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9.1.3 Cas des entiers d'un corps de nombres. 

Soient K un corps de nombres et p un nombre premier. On pose A = K%, et Ton 
considere la decomposition de pA en produit d'ideaux premiers : 

pA = ml 1 ■ ■ ■ m e r r 

oil les mi sont les ideaux premiers (distincts) de A contenant p, et oil chaque = v mi {p) 
est un entier positif. Pour chaque i, le quotient A/mi est un corps fini de caracteristique p 
(puisque p G m^, done on a 

N(TOj) = \A/rrii\ = p fl 
oil fi = [A/mi : F p ] est un entier > 0. 

9.1.4 Proposition. Avec les hypotheses et notations de 9.1.3, les conditions suivantes 
sont equivalentes : 

(i) p ne divise pas disc(K z ) ; 

(ii) A/pA est reduit ; 

(iii) tous les sont egaux a 1. 
De plus, on a la relation 

r 

5>/, = [K:Q]. 

i=i 

Preuve. L'equivalence de (ii) et (iii) (resp. de (i) et (ii)) resulte de 9.1.1 (resp. de 9.1.2). 
Pour montrer la derniere assertion, posons n — [K : Q]. Alors on a 

P n = N*/ Q (p) 

= N(pA) (proposition 8.1.2 (i)) 

= Y[ r i=i^( m i) ei (proposition 8.1.2 (ii)) 

= n[=iP ei ^ (definition de fi) 

— pY2i—l e ifi 

d'oii la conclusion. □ 

9.1.5 Definition. On dit que p est ramifie dans K, ou dans K%, si la F p -algebre Kz/pK% 
n'est pas reduite. 

Nous utiliserons un peu plus loin le resultat suivant. 

9.1.6 Proposition. Soient Q — > K — > L des extensions hnies, d'anneaux d'entiers respec- 
tifs Aet B. 

(i) Pour tout x £ A, on a xB n A = xA. En d'autres termes, l'homomorphisme naturel 
d'anneaux A/xA — > B/xB est injectif. 

(ii) Soit p un nombre premier. Si p est ramifie dans K, il Vest dans L. 
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Preuve. (i) Soit x E A et soit z E xB fl A. Si x = 0, tout est clair. Sinon, z/x E B f] K ; 
done 2 est un element de K entier sur Z. Done z E A, cqfd. 

(ii) En appliquant (i) a x — p, on conclut que A/pA est (isomorphe a) un sous-anneau 
de B/pB. Done si A/pA n'est pas reduit, B/pB non plus. □ 



9.2 Le cas des corps quadrat iques. 



disc(A/Z) = A 



On suppose maintenant que K est un corps quadratique. II est done de la forme K = 
), ou d ^ 1 est un entier sans facteur carre, determine de fagon unique par K. 
L'anneau des entiers A de K est donne par le theoreme 4.3.3 ; comme le polynome minimal 
de Vd (resp. ^fl) est X 2 - d (resp. X 2 - X - ^), on en deduit que 

™ r ^ n ,/,x , |X 2 -<i si d # 1 (mod 4) 

I^X 2 - X- ^ si d = 1 (mod 4) 

et que par suite, le discriminant de A sur Z (qui est celui de /) est donne par 

Ad si d ^ 1 (mod 4) 
<i si d = 1 (mod 4). 

On remarquera au passage que d, et done -fT, est entierement determine par A. 

Soit alors p un nombre premier. Vu la relation Yll=i e ifi = [K '■ Q] de 9.1.4, les seules 
possibilites pour la decomposition de pA sont, puisqu'ici [K : Q] = 2 : 

- pA = m 2 (m maximal de norme p) ; 

- pA = mi m 2 (mi et m 2 maximaux distincts de norme p) ; 

- pA = m (maximal de norme p 2 ). 

Le premier cas est celui ou p est ramifie ; dans le second cas, on dit que p est decompose 
dans K. Dans le troisieme, on dit que p est inerte dans K (e'est le cas ou p est encore 
irreductible dans K-£). 

Ces trois cas sont decrits dans le tableau suivant, ou A = A/pA, A = A modp, et 
/ E F P [X] est le polynome / reduit modulo p : 



p ramifie 


p decompose 


p inerte 


Racines de / dans ¥ p : 


une racine double 


deux racines 


aucune racine 


Structure de A : 


A = ¥ P [Y]/(Y 2 ) 


A = W p x W p 


corps a p 2 elements 


Condition sur le discriminant (si J 


0^2) : 


A = 


A est un carre non nul 


A n'est pas un carre 


Condition sur le discriminant (si p — 2) : 


A = (mod 4) 


A = 1 (mod 8) 


A = 5 (mod 8) 
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Seule la derniere ligne merite une explication. Si 2 est ramifie, A est pair, done divisible 
par 4 (formule ci-dessus). Sinon, d est necessairement = 1 (mod 4), et egal a A ; si l'on 
ecrit d = A = 1 + 46, le polynome J est egal a X 2 + X + 5 G ¥ 2 [X\. Si A = 1 (mod 8), 
alors 5 — et / = X(X + 1) a deux racines distinctes, done 2 est decompose. Sinon, 
/ = X 2 + X + 1 est irreductible et 2 est inerte. 

Ce tableau montre que le type de decomposition de p dans K ne depend que de la classe 
du discriminant de K modulo p (ou modulo 8, si p = 2). A l'aide de la reciprocity quadra- 
tique nous exprimerons cette propriete en termes de la classe de p modulo le discriminant 
de K. 

9.3 Quel est le sous-corps quadratique de Q(Cp) ? 

Pour la preuve de la reciprocity quadratique que nous allons donner dans la section 
suivante, il nous faut un renseignement dont nous nous occupons dans cette section. 

9.3.1 Proposition. Soit p un nombre premier. Soit Q(C P ) l'extension de Q engendree par 
une racine de V unite d'ordre p (dans C, par exemple). Alors le polynome minimal de ( p 
sur Q est 

% := (X p - 1)/{X - 1) = 1 + X + • • • + X p ~\ 
L'extension Q — > Q(£ P ) est galoisienne, et on a un isomorphisme de groupes 

/:Gal(Q(C P )/Q)^F;, 

tel que, pour tout a dans Gal(Q(£ p )/Q), 

Preuve. Notons K un corps de decomposition de X p — 1 sur Q, et ( p une de ses racines. 
Comme les racines de X p — 1 sont des puissances de ( p , on a K = Q(( p ). Le polynome 
$ p est irreductible par le critere d'Eisenstein (on applique ce critere a & P (X + 1) et p). 
L'extension Q — > K est done de degre p—1. Notons G le groupe de Galois de K sur Q. Tout 
element de G induit un automorphisme du sous-groupe fi p {K) := {z G K \ z p = 1} de K*. 
Comme n P (K) est d'ordre p, e'est un espace vectoriel de dimension un sur ¥ p , done son 
groupe d'automorphismes est F*. Nous avons done un morphisme de groupes / : G — > F* 
tel que pour tout a dans G, et tout z dans fJ> p (K) : a(z) = z^ a \ II reste a montrer que 
/ est un isomorphisme. Comme les deux sont d'ordre p — 1, il suffit de montrer que / est 
injectif. Mais cela est clair, car comme K est engendre par ( p , tout a dans G est determine 
par a(( p ). □ 

9.3.2 Theoreme. Soit p un nomhre premier et Q(( p ) comme ci-dessus. Alors Vinclusion 
de Ij[C p ] dans Q(C P )z est une egalite. Tout nombre premier different de p est non ramifie 
dansQ(Q. 
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Preuve. Nous allons appliquer le critere 6.9.3. Comme ( p est entier sur Z, Z[( p ] est 
contenu dans Q(Cp)z- Le fait que la derivee de X p — 1 soit pX^ 1 implique que dans 
n'importe quel corps de caracteristique differente de p, X p — 1 n'a pas de racines multiples. 
II en resulte que le discriminant de $ p (qui est celui de Z[£ p ] = Z[X]/($ P )) est, au signe 
pres, une puissance de p, et qu'il en est de meme de disc(Q(C P )z) qui le divise. Done tout 
premier different de p est non r amine dans Q(Cp)- 

Pour finir, il nous faut montrer que pour tout ideal maximal m de Z[£ p ] contenant p, 
on a dim^/m (m/m 2 ) < 1. L'anneau Z[C p ]/pZ[C p ] est isomorphe a ¥ P [X]/(X — et on 

en deduit que Z[£ p ] a un unique ideal maximal m contenant p, et qu'on a m = (p, ( p — 1). 
Posons Y = X — 1 . Alors on a : 

En « faisant Y = ( p — 1 on en deduit que p G m 2 , ce qui implique que m/m 2 est engendre 
par ( p — 1, done de dimension au plus un. □ 

9.3.3 Proposition. Soit p ^ 2 un nomhre premier. Alors Q(Cp) contient un unique ex- 
tension quadratique K de Q. On a K = Q( A /p) si p — 1 mod 4, et K = Q(^/—p) si p = —1 
mod 4. 

Preuve. Le groupe Gal(Q(£ p )/Q) est isomorphe a F*, qui est cyclique d'ordre p — 1. 
Comme p ^ 2, p — 1 est pair. Par consequent, Gal(Q(£ p )/Q) a un unique sous-groupe 
d'indice 2. Par la correspondance de Galois, Q(Cp) a un unique sous-corps K de degre 2 
sur Q. II est done de la forme Q(\/d) : avec d ^ 1 sans facteur carre. De plus, on sait, d'apres 
9.1.6 et 9. 3. 2, que le seul nombre premier ramifie dans K est p. Done le discriminant de 
K est, au signe pres, une puissance de p. La formule donnant le discriminant de Q(y/d) 
implique immediatement le resultat. □ 

9.4 Reciprocity quadratique. 

9.4.1 Proposition. Soit p ^ 2 un nomhre premier. Le sous-groupe F*' 2 := {a 2 | a G F*} 

est d'ordre (p — l)/2. Pour a dans F p; on definit : 

v f 1 siae¥f, 
-) ■= { si a = 0, 
P ^ [ -1 siaG'F;* 2 . 

L'application ^- j : F p — > { — 1, 0, 1} C Z s'appelle le symbole de Legendre. Pour a G F p on 



a : 

^^a^ 1 )/ 2 dansF p . 



L'application a ^ (j^j induit un morphisme de groupes de F* dans Z x . 
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Preuve. Considerons le morphisme de groupes /: F* — > F*, a a 2 . Son noyau est 
{1, —1}, done d'ordre 2 (1 ^ — 1 car p 7^ 2). L'image de / est F*' 2 , qui est done d'indice 2. 
Le quotient F*/F*' 2 est done isomorphe, et cela de maniere unique, a Z x . Considerons le 
morphisme g: F* — > F*, a 1— > a^ -1 ^ 2 . Son noyau est d'ordre (p — l)/2, done son image 
d'ordre 2 et egale a {1, —1}. Pour a dans F*, on a g(a 2 ) = a p_1 = 1. On a done F*' 2 C ker(g), 
et meme egalite car les deux ont meme cardinal. Pour conclure : pour a dans F* on a 
g(a) = 1 si et seulement si a est dans F*' 2 . □ 

9.4.2 Theoreme. (Reciprocite quadratique, Gauss) Soient p et q deux nombres premiers, 
diSerents de 2 et distincts. Alors on a : 

(ii) (y)=M)-- 

(iii) f^ = (-i)^. 



Remarquer que, « concretement », l'enonce peut se formuler ainsi : 

9.4.3 Corollaire. (i) Si p et q sont premiers, impairs et distincts, alors : 

si p = 1 (mod 4) ou q = 1 (mod 4) ; 



p 
Q 

(ii) Si p est premier impair, alors 




smon. 



-1\ J 1 si p = 1 (mod 4) 
p / 1-1 si p=-l (mod 4). 

(iii) Si p est premier impair, alors : 

2\ _ Jl si p = ±1 (mod 8) 
py |-1 si p = ±3 (mod 8). □ 

Preuve. L'assertion (ii) est deja connue (9.4.1). Pour montrer (i) et (iii), fixons p et q 
premiers distincts, avec p 7^ 2 (mais on n'exclut pas que q = 2). 

Considerons le corps L = Q(Cp)- D'apres la proposition 9.3.3, l'unique sous-corps qua- 
dratique de L est K := Q(y / P*) ) avec p* = 011 posera x = ^/jf G K. Notons que 
le discriminant de K est p* ; en particulier, q est non ramifie dans K et, d'apres 9.2, on a : 

- si q ^ 2 : 

q est decompose dans f y j = 1 

g est inerte dans K ( 2- ) = — 1 . 
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si q = 2 : 



2 est decompose dans K <^ p* = 1 (mod 8) 
2 est inerte dans -K" <^ p* = 5 (mod 8). 



Par definition de p*, on remarque que (jf^j — ( — 1) P ' (g) si 9 est impair, et que 
p* = 1 (mod 8) (resp. = 5 (mod 8)) equivaut en fait a p = ±1 (mod 8) (resp. a p = ±3 
(mod 8)). Les assertions a demontrer peuvent done, dans tous les cas, se resumer ainsi : 



q est decompose dans K ( | 
g est inerte dans <^ 



-f. 



(?) 



Montrons done (?). Nous avons un diagramme commutatif : 

L = Q(Q < AQ = Z[Y]/(%(Y)) > ¥ q [Y]/(%(Y)) = Z[Q/(q) 



K 



/p* 



Z[x] - Z[X]/(f) 



z 



¥ q [X]/(f) = Z[x]/(q) 



¥ n 



avec / = X 2 — X — (p* — l)/4. Les anneaux Z[F]/($ P ) et Z[X]/(/) sont les anneaux 
d'entiers respectifs de L et K ; l'application de ¥ q [X]/(f) vers F q [Y]/(Q p (Y)) est injective 
d'apres 9.1.6 (ii). 

Par la Proposition 9.3.1, Gal(L/Q) s'identifie a F* D'autre part, Gal(K/Q) admet un 
unique isomorphisme avec Z*. Ceci nous donne un diagramme : 



Gal(L/Q) 



Gal(X/Q) 



F* 



(-) 



Z > 



qui est necessairement commutatif car il n'existe qu'un morphisme surjectif d'un groupe 
cyclique d'ordre pair vers {±1}. 

On voit done que le sous-groupe des carres dans F* est l'image par h de G&\(L/K) (qui 
est le noyau de g). 

En particulier, notons a q l'element de Gal(L/Q) qui correspond a la classe de q dans F* : 
on a done 1' equivalence : 

(J) = 1 & a q e Ga\(L/K) & (a q )\ K = Id. 

Or cr q ((p) = Cpi done a q induit l'endomorphisme de Frobenius de F g [Y]/(<J> p ). Done il induit 
le frobenius de ¥ q [X]/(f). 

Regardons done le frobenius de ¥ q [X]/(f) = K%/qKz : comme q n'est pas ramifie dans 
K, on a deux possibilites : 
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- q est decompose dans K : alors ¥ q [X]/(f) = ¥ q x ¥ q , et le frobenius est l'identite ; 

- q est inerte dans K : alors ¥ q [X]/(f) est un corps a q 2 elements, dont le frobenius 
n'est pas l'identite. 

Si (|) = 1, a q induit l'identite sur K ; a fortiori il induit l'identite sur ¥ q [X]/(f) done 
on est dans le premier cas, et q est decompose. 

Si (|) = —1, a q n'est pas l'identite sur K done envoie y^p* sur —^fp* et la racine x de / 
sur 1 — x. Done il n'induit pas l'identite sur ¥ q [X]/(f), et q est inerte dans K. On a done 
bien montre (?) □ 
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10 Exercices. 



-1- Donner toutes les solutions dans Z et dans Q des equations : 

x 2 + 2y 2 = Q, x 2 -xy + y 2 = -l, x 2 + y 2 = 7, x 2 + 2y 2 = 7, x 2 - Qy 2 = -1. 

Indications : congruences modulo des puissances de deux ; parametrisation de courbes de 
degre deux avec un point rationnel. 

-2- Soient n G N et a = (ai, . . . , a n ) G Z n , non nul. On note A = Za le sous-Z-module de 
Z n engendre par a. Montrer que les conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) a est primitif ; 

(ii) Z n /A est un Z-module sans torsion; 

(iii) Z n /A est un Z-module libre ; 

(iv) A a un supplementaire dans Z n ; 

(v) a fait partie d'une base de Z n . 

-3- Soient A un anneau factoriel, n un entier naturel, et a, b, c des elements non nuls 
de A. On suppose que ab = c n et que a et b sont premiers entre eux. Montrer qu'il existe 
ueA x ,aeAet(3eA tels que a = ua n et b = u~ x fi n . 

-4- Soient K un corps, et n un entier superieur ou egal a 3 et inversible dans K. Montrer 
que toutes les solutions dans K[t] de l'equation : 

a n + b n = c n 

avec a, b et c premiers entre eux, sont en fait des solutions dans K. 

Indication : etendre la methode donnee en cours : considerer, par l'absurde, une solu- 
tion non constante avec le maximum des degres de a et b et c minimal parmi toutes les 
solutions pour tous les corps K. (II faudra done peut-etre changer de corps pendant la 
demonstration.) 

Oil sert l'hypothese que n soit inversible dans K ? Est-elle necessaire ? Plus precise- 
ment : en fonction de la caracteristique de K, donner la liste des n pour lesquels il existe 
des solutions non triviales. 

-5- Montrer qu'il existe une infinite de nombres premiers p congrus a —1 modulo 4. 
(Supposer le contraire : a l'aide du produit des nombres premiers en question, fabriquer 
alors un entier qui n'est divisible par aucun d'eux et qui est congru a —1 modulo 4). 
Meme question modulo 6. 

Si Ton applique la methode aux congruences modulo n (donne et > 3), quel resultat 
obtient-on ? 

-6- Soit p un nombre premier impair. Montrer que x 2 + 1 a une racine dans ¥ p si et 
seulement si p = 1 (mod 4). (Indication : le groupe F* est cyclique, et d'ordre p — 1). 
Montrer que pour n dans Z, tout premier impair qui divise n 2 + 1 est congru a 1 modulo 4. 
Montrer qu'il y a une infinite de nombres premiers qui sont 1 modulo 4. 
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-7- Donner une caracterisation des nombres premiers congrus a 1 modulo 3, analogue a 
celle de l'exercice precedent. En deduire qu'il y a une infinite de nombres premiers congrus 
a 1 modulo 3. 

-8- Comme la definition de la notion d'anneau euclidien n'est pas la meme dans tous les 
textes, nous donnons une definition ici, et montrons qu'elle est equivalente a une autre que 
l'on rencontre souvent. Void done la definition. 

Soit A un anneau integre, et f: A — > Z une application. Alois f est une jauge 
euclidienne si son image est minoree et si pour tout (a, b) dans A 2 avec b ^ il 
existe q et r dans A avec a = qb + r et f(r) </(&). Un anneau est dit euclidien 
s'il existe une jauge euclidienne sur A. 

1. (Juste pour memoire.) Montrer qu'un anneau euclidien est principal. 

2. Montrer que pour tout a^O dans A on a f(a) > /(0). 

3. Montrer que /: Z — > Z, n \— > \n\, est une jauge euclidienne. 

4. Soit K un corps. Montrer que /: K[x] — > Z, a t— > deg(a) est euclidienne. Ici on 
convient que deg(O) = —1. (Si on veut que deg(O) = — oo, on pourrait introduire 
l'ensemble ordonne NU {— oo}, et la notion de jauge euclidienne a valeurs dans 
NU {-oo}. 

5. Soit A un anneau integre, et / : A — >• Z une application. Montrer que / est euclidienne 
si et seulement si / + 1 (la fonction donnee par a i— > f(a) + 1) Test. 

6. (Plus difficile.) Soit A un anneau integre et 0: A — > Z une jauge euclidienne. Montrer 
que /: A — > Z, a \— > min{0(a:r) | 7^ rr G A}, est une jauge euclidienne, et a la 
propriete supplementaire que f(ab) > f(a) pour tous a et b avec 6 non nul. 

-9- Montrer que l'anneau est euclidien pour la jauge d: Z[i] — > N, z 1— > 22. Meme 
question pour Z[j]. Montrer que Z[i\/5] ne Test pas : d'abord directement, puis en montrant 
qu'il n'est pas factoriel. 

-10- Soit a l'automorphisme non trivial de Q(v / 2). Evidemment, a preserve le sous- 
anneau Q(a/2)z = Z[v^]- Soit d: Z[\/2] — > N la fonction donnee par : d(x) = \xa(x)\. 
Montrer que d est une jauge euclidienne. (Pour les courageux : quels sont les corps qua- 
dratiques dont l'anneau des entiers est euclidien pour la norme ainsi definie ?) 

-11- Donner (et le cas echeant programmer) des algorithmes de division euclidienne dans 
Z[i] et Z[j] ; en deduire des algorithmes de calcul de pged dans ces anneaux. 

-12- Le but de cet exercice est de donner un algorithme efficace (en un sens « probabi- 
liste ») pour trouver, pour un nombre premier p = 1 (mod 4), un element d'ordre 4 dans 
F* (e'est-a-dire un solution dans ¥ p de l'euation x 2 = —1). Soit done p premier, congru a 
1 mod 4. 

1. Ecrivons p — 1 = 2 n m avec m impair (notez que n > 2). Pour a dans F*, l'ordre de a m 
divise 2 n . On peut done esperer trouver un element d'ordre 4 dans F* en calculant, 
pour a pris au hasard dans F*, b := a m , et ensuite les foj := b T = b 2 _ ± , i > 0, jusqu'a 
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ce que bk = ±1. En effet, si k > 0, alors bk = — 1 et bk-i est d'ordre 4. Calculez la 
probabilite que b =/ ±1. 

2. Expliquez-vous a vous-meme que pour calculer, pour a dans F p donne, b := a m , et 
ensuite les bi, ne prend au plus qu'environ n + 2\og 2 (m) = 0(log 2 (p)) multiplications 
dans F p , si on s'y prend intelligemment. 

3. Expliquez-vous a vous-meme que les operations elementaires (+, — , *, /) dans ¥ p 
se font en au plus O(log(jo)), 0(\og(p)), 0(log(p) 2 ) et 0(log(j») 3 ) operations binaires 
(c'est a dire, sur des et 1), respectivement. En fait, il existe des methodes plus 
emcaces : par exemple, la multiplication de deux nombres < 2™ peut se faire en 
0{n log(n) log(log(n))) operations binaires (voir [Cohen]). 

-13- Factoriser en irreductibles : 7 + i dans Z[i], et 5 + j dans Z[j]. 

-14- Chercher un nombre premier p qui est congru a 1 modulo 4 et raisonnablement grand 
(disons au moins 1000), et l'ecrire comme somme de deux carres. 

-15- Soit p premier, avec p = 1 (mod 4). On se propose de donner un algorithme calculant 
des entiers a et b tels que p = a 2 + b 2 . 

Pour cela on commence par trouver c dans Z tel que |c| < p/2 et que c 2 = —1 (mod p), 
grace a l'algorithme de l'exercice 12 par exemple. 

Notons alors /: Z[i] — > ¥ p le morphisme d'anneaux tel que f(i) = c mod p. Montrer 
que p et % — c engendrent le noyau de /, en tant que Z-module. En appliquant l'algorithme 
d'Euclide dans Z[i] a p et i — c, on trouve un generateur a + ib de ker(/). Montrer que Ton 
a alors a 2 + b 2 = p. 

Remarque : l'algorithme obtenu (en utilisant celui de l'exercice 12) est probabiliste, et le 
temps moyen qu'il necessite est 0(log(p) 3 ). (Le nombre moyen de a a essayer dans l'exercice 
12 est au plus 2, et le nombre d'etapes dans l'algorithme d'Euclide dans Z[i] a effectuer 
est au plus 0(log(p)).) 

-16- « Calculer » Z[i]/ (a + bi)Z[i] en tant que Z-module, pour des a + bi (a et b dans Z) 
de votre choix. Par exemple, pour ceux avec \a\ < 3, |6| < 3. 

-17- Trouver des isomorphismes d'anneaux de Fi 9 [X]/ (X 2 + 2X — 4) sur F i9 x F i9 , et de 
F 19 [X]/(X 2 + 1) sur F 19 [F]/(2F 2 + 2Y + 1). 

-18- Generaliser le theoreme des deux carres en donnant un critere pour qu'un rationnel 
x soit somme de deux carres dans Q, en termes de la decomposition de x en facteurs 
premiers. 

En deduire qu'un entier n est somme de deux carres dans Z si et seulement si il est 
somme de deux carres dans Q. 

-19- Soit p un nombre premier. En s'inspirant du cas de Z[i], etudier la decomposition 
de p dans Z[j] en fonction de la classe de p modulo 3. 

-20- Dessiner l'image de Z[y/2] dans R 2 par l'application a + b\pl i— > (a + b\p2, a — by/2), 
avec a et b dans Z. Dessiner aussi la courbe de niveau 1 pour la norme : \xy\ = 1. Faire 
l'analogue pour Q(y/E)z- 
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-21- Soient A un anneau, B une A-algebre, S une partie de B. On note A[S] C B 
l'intersection de toutes les sous-A-algebres de B contenant S. 

(i) Montrer que A[S] est la plus petite sous- A-algebre de B contenant S. On l'appelle la 
sous- A-algebre de B engendree par S. Si A — Z, on dira aussi « le sous-anneau de B 
engendre par S ». La notation A[S] est traditionnelle mais tres mauvaise (confusion 
avec les algebres de polynomes). 

(ii) Montrer que A[S\ est engendre comme A-module par les « monomes » s^ 1 . . . s^ r avec 
r G N, les Sj dans 5 et les dans N. 

(iii) Quelle est la sous- A-algebre de B engendree par ? par B ? Si B est l'algebre de poly- 
nomes A[X l5 . . . , X n ], quelle est la sous- A-algebre de B engendree par {Xi, . . . , X n } ? 

(iv) Si S — {s 1 , . . . s n } est fini, montrer que A[S] est l'image du morphisme de A-algebres 
A[X-i, . . . ,X n ] — > 5 donne par P i— > P[si, . . . s„]. 

(v) Pour 5 quelconque, montrer que A [S] est la reunion des A[T] ou T parcourt les 
parties finies de S. Si vous connaissez les polynomes en une infinite d'indeterminees, 
generalisez (iv) aux parties S quelconques. 

(vi) On dit que B est une A-algebre de type fini s'il existe S C B fini tel que A[S] = B. 
Montrer que si B est une A-algebre de type fini, c'est un A-module de type fini, mais 
que la reciproque est fausse. 

Une A-algebre B est de type fini si et seulement si elle est isomorphe a un quotient 
d'une algebre de polynomes A[X 1: . . . , X n j. 

(vii) Tout quotient d'une A-algebre de type fini est une A-algebre de type fini. Si B est 
une A-algebre de type fini et C une £?-algebre de type fini, alors C est une A-algebre 
de type fini. 

(viii) Si B est une A-algebre de type fini, engendree par une partie S non necessairement 
finie, alors il existe T C S fini tel que B = A[T]. 

(ix) Montrer que Q n'est pas une Z-algebre de type fini. (Utiliser (viii) en prenant pour 
S, par exemple, l'ensemble des 1/n pour n entier non nul). 

-22- Montrer « a la main » que y/2 + ^3 est un entier algebrique. 

-23- Parmi les nombres complexes suivants, lesquels sont des entiers algebriques ? 

-24- Soit B l'anneau de toutes les fonctions de R dans R, et soit A le sous-anneau de 
B forme des fonctions continues. Soit X une partie de R, et soit xx £ B la fonction 
caracteristique de X. A quelle(s) condition(s) sur X l'element xx est-il entier sur A? 

-25- Soit d un entier sans facteur carre, avec d = 1 (mod 4). Montrer de deux manieres 
que A := l\\fd] n'est pas factoriel : 

(i) en remarquant qu'il n'est pas integralement clos ; 

(ii) en remarquant que (f + Vd)(l — \fd) — 1 — d et que 2 est irreductible dans A (pour 
ce dernier point on pourra utiliser la norme N(a + bVd) =a 2 -db 2 ). 
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-26- Soit A un anneau factoriel. Montrer que A est integralement clos. 

-27- Donner des exemples d'anneaux integres non integralement clos. 

-28- Soient K un corps, et (A)ie/ une famille de sous-anneaux integralement clos de K. 
Montrer que f\ g7 Aj est integralement clos. 

-29- Soient iGCun entier algebrique, A = Z[x], X = Q(x). Montrer l'equivalence : 

A est integralement clos A = K%. 

-30- Soient A un anneau et i? une A-algebre de type fini. Montrer l'equivalence : 
B est entiere sur A B est un A-module de type fini. 

-31- Soient X et Y deux Z-modules libres de meme rang n, et soit u : X — > F un 
homomorphisme. Si 5i et 1?2 sont des bases de X et F respectivement, on peut representer 
u par une matrice Mb,b'{u) G M n (Z). Montrer que : 

(i) | det(MB,B'{u))\ est independant de B et B' ; 

(ii) u est injectif si et seulement si det(MB,B'(u)) ^ ; 

(iii) si u est injectif alors | det(MB,B'(u))\ = \Y/u(X)\ (utiliser le « theoreme de la base 
adaptee »). 

-32- Soient K un corps, n > un entier, et ao, • • • , a n -\ dans K. Montrer que : 
ft a \ 



= t n + a„_ir _1 H h a . 



-l t ; 

det _ i • • . j 

\ -1 t + a n _i / 

Indication : on peut proceder de deux fagons au moins. Developper suivant la premiere ligne 
et faire une recurrence sur n, ou dire qu'il s'agit d'une identite polynomiale en les Oj que 
l'on demontre en notant que le polynome en question annule l'endomorphisme en question 
et que si les Oj sont des indeteerminees, alors le polynome en question est irreductible. 

-33- Soient A un anneau, et soit 

f = X n + o^^" 1 + • • • + a G A[X\ 

un polynome unitaire de degre n a coefficients dans A. 

(1) Montrer qu'il existe une A-algebre C avec les proprietes suivantes : 

(i) C est un A-module libre de rang n\ ; 

(ii) il existe Ai, . . . , A n e C tels que / = fllLiC^ ~~ ^ ans 

(Indication : on procedera par recurrence sur n, en s'inspirant de la preuve de l'existence 
d'un corps de decomposition pour un polynome a coefficients dans un corps). 

(2) Soit B = A[X]/(f), et soit z G B. En utilisant (1), justifier la methode suivante pour 
calculer (par exemple) la norme N b /a( z ) '■ 
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- on ecrit z = h(x) = h(X) mod / (avec x = classe de X dans B, et h G A[X]) ; 

- on calcule le polynome S = YYi=i h{Li) G A[L 1 , . . . , L n ] ou les L { sont des indetermi- 
nees ; 

- on ecrit S = T(cr 1 , . . . ,a n ) ou les <7j sont les polynomes symetriques elementaires en 
les Li, et ou T est a coefficients dans A ; 

- on renvoie N B/A (z) = T(-a n _i, a n _ 2 , • . . , (-l) n a )- 

-34- Soient A un anneau integre, K son corps des fractions, L une if-algebre, x un element 
de L entier sur A. Montrer que les coefficients du polynome minimal P de x sur K sont 
entiers sur A. (Indication : montrer que toute racine de P dans une extension de K est 
entiere sur A). 

Qu'en deduit-on si A est integralement clos (par exemple si A = Z) ? 

-35- Soient A un anneau integralement clos, K son corps des fractions, et f £ A[X] un 
polynome unitaire. On suppose que f = gh avec g et h unitaires dans if [-X - ]. Montrer que 
g et h sont dans A[X]. (Indication : considerer les racines de / dans une cloture algebrique 
de K). 

-36- En utilisant l'exercice 33, generaliser l'exercice 35 comme suit : 

Soient A un anneau, R une A-algebre, P et Q deux polynomes unitaires dans i?[X]. Si 
les coefficients de PQ sont entiers sur A, les coefficients de P et de Q le sont aussi. 

-37- Soient A un anneau et R une A-algebre. Soit P G i?[X]. Montrer que P est entier 
sur A[X] si et seulement si ses coefficients sont entiers sur A. 

(Indication : supposons P racine de Q(Y) = Y m + F^Y m ~ x + • — |- F m , avec les Fj dans 
On pose P\ = P—X r avec r assez grand. Alors Pi est racine de Qi(Y) = Q(Y+X r ) = 
Y m + GiY m ~ l + ■■■ + G rn . On en deduit que (-Pi)(P 1 m ~ 1 + • • • + G m -i) = G rn dans R[X\. 
Pour r convenable, G m = Q(X r ) est unitaire, ainsi que —P\. On en deduit que le facteur 
pm-i _| — _|_ Q m _ 1 es ^ auss i unitaire, puis, en appliquant l'exercice 36, que P 1 , et done P, 
est a coefficients entiers sur A). 

-38- Soient A un anneau, R une A-algebre, n un entier naturel, A' la fermeture integrate 
de A dans i?. Deduire de l'exercice 37 que la fermeture integrate de A[Xt, . . . ,X n ] dans 
R[X 1 ,...,X n ]estA'[X 1 ,...,X n }. 

En deduire que si A est integralement clos, alors A[X 1: . . . ,X n ] est integralement clos. 

-39- Soit K = Q[X]/(X 3 - 2) (isomorphe a K' = Q(v / 2) C R), et soit a: G if la classe 
de X (correspondant a l'element \/2 de K'). Soient A = Z[x], et B l'anneau des entiers de 
K. On se propose de montrer que A = B. 

(1) Montrer que A C B, et donner une base du Z-module A. 

(2) Soit z = a + 6a;-|-cx 2 Gif, avec a, b, c G Q. Calculer le polynome caracteristique de z. 
Calculer les traces de z, x z et x 2 z et en deduire que 6B C A. 

(3) Soit z comme ci-dessus, suppose dans -B. Ecrivant a = a'/6, b = b'/6 et c = c'/6 avec 
a', 6', c' G Z, montrer en utilisant les calculs de (2) que a', b', d G 6Z et conclure. 
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-40- Soient A un anneau, B une A-algebre qui est libre de rang fini n comme A-module, 
z un element de B. On suppose connu le polynome / := Pcare/^z) G Comment 
calculer « simplement » le polynome caracteristique de z 2 ? 

-41- Soient K C L une extension de corps, z un element de L algebrique sur K, f G K[X\ 
son polynome minimal. Pour X & K, quel est le polynome minimal de Xz ? Et celui de 1/z, 
si z ^ ? 

-42- Soient z G C* un entier algebrique, / son polynome minimal sur Q. Montrer que 
1/z est un entier algebrique si et seulement si /(0) = ±1. Montrer qu'alors 1/z G 1\z\. 

-43- Soient A un anneau integre, son corps des fractions, L une .fT-algebre, d un element 
non nul de A. On considere la sous-A-algebre A[l/d] de K engendree par 1/d. 

(i) Montrer que A[l/d] = \J neN d~ n A. 

(ii) Soit z un element de L. Montrer que z est entier sur A[l/d] si et seulement si il existe 
n G N tel que d n z soit entier sur A. 

(iii) Soit B la fermeture integrate de A dans L. Montrer que la fermeture integrate de 
A[l/d] dans L est B[l/d]. 

(iv) Si A est integralement clos, en est-il de meme de ? 

-44- On garde les notations de l'exercice 43. 

(i) Montrer que est isomorphe (comme A-algebre) a A[X]/(dX — 1). (On pourra 
soit proceder directement, soit utiliser la question (iii)). 

(ii) Pour di, . . . , d r non nuls dans A, montrer que A[j^, ■ ■ ■ , j-] = A[ d 1 d ]. 

(iii) Soit / : A — > R un morphisme d'anneaux. Montrer que pour que / se prolonge en 
un morphisme d'anneaux f\ : -A [1/d] — > R, il faut et il suffit que /(d) soit inversible 
dans R. Montrer que le prolongement fi est alors unique. 

(iv) On suppose que A est factoriel. Soit P un systeme de representants des irreductibles 
de A, et soit P' = {p G P\p ne divise pas d}. Montrer que A[l/d] est factoriel et 
admet P 1 comme systeme de representants des irreductibles. 

(v) On suppose que A est principal. Soit x = u/v un element de K, avec u et v dans A 
premiers entre eux. Montrer que A[x] = A[l/v}. En deduire que toute sous-A-algebre 
rde type fini de K est de la forme A[l/ f], pour / G A convenable. 

-45- On garde les notations de l'exercice 43. 

(i) Soit J un ideal de A[l/d]. Montrer que J fl A est un ideal de A, et que J est l'ideal 
de A[l/d] engendre par J fl A. 

(ii) Montrer que si A est noetherien, il en est de meme de A[l/d]. 

(iii) Montrer que si A est un anneau de Dedekind, il en est de meme de A [1/d]. (Si J C J' 
sont deux ideaux premiers non nuls de A[l/d], considerer l'inclusion Jfl A C J' HA). 

-46- Un Z-module M est dit sans torsion si pour tout n G Z et tout x G M, l'egalite 
nx = implique n = 0oux = 0. 
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Montrer que tout Z-module libre est sans torsion, et que tout Z-module de type fini 
sans torsion est libre. 

Montrer que Q est sans torsion mais n'est pas libre. 

-47- Soient M un Z-module libre de type fini, x un element de M, n un entier. On suppose 
que nx fait partie d'une base de M. Montrer que n — ±1. 

Reciproquement, soit y G M tel que l'equation nz = y (en n G Z et z G M) n'ait que les 
solutions evidentes (i.e. n = ±1). Montrer que y fait partie d'une base de M. (Indication : 
montrer que le Z-module M/Zy est sans torsion, et utiliser l'exercice 46). 

-48- Soit K un corps. On appelle valuation (discrete) sur K une application v : K — > 
ZU {+00} ayant les proprietes suivantes (avec les conventions evidentes pour l'addition et 
l'ordre dans Z U {+00}) : pour x et y dans K et 

(i) v(x) = +00 4=> a; = ; 

(ii) f (xy) = f (x) + f (y) (en particulier t> induit un morphisme de groupes K* — > Z) ; 

(iii) i>(x + y) > mm{v(x),v(y)}. 

L'application valant sur K* et +00 en est une valuation sur K, dite triviale. 

On dit qu'une valuation v est normalisee si elle est surjective (ou, de facon equivalente, 
s'il existe x G K tel que v(x) = 1). Montrer que toute valuation non triviale v est de la 
forme kv , pour une unique valuation normalisee v . 

Soient A un anneau factoriel, K son corps des fractions, p un element irreductible de 
A. Montrer que l'application v p definie par 



est une valuation normalisee sur K. 

-49- Soient K un corps et v une valuation sur K (cf. exercice 48). 

(i) Montrer que v{—\) = 0. 

(ii) Soient x et y dans K, tels que v (x) 7^ i>(y). Montrer que l'inegalite v(x + y) > 
min{f (x), i>(y)} est alors une egalite. (Deduire de (i) la for mule v( z— t) > min{v(z),v(t)}, 
puis l'appliquer avec z et t convenables) . 

(iii) Pour tout m G Z, soit V n := {x G (x > n}. Montrer que V est un sous-anneau 
de K, de corps des fractions K, et que, pour tout n, V n est un sous-Vo-module de K, 
qui est libre de rang 1. 

-50- Montrer que les seules valuations normalisees sur Q sont les v p , pour p premier. 

Indications : si v est une telle valuation, noter d'abord que v est > sur Z, et qu'il 
existe un entier n tel que v(n) = 1. Montrer alors qu'il existe un unique facteur premier 
p de n tel que v{p) = 1, puis, en utilisant l'identite de Bezout, que v(q) — pour tout g 
premier different de p. 




l'exposant de p dans la decomposition de x en irreductibles si x 7^ 
f 00 si x = 
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-51- Soit A un anneau principal. Generaliser l'exercice 50 comme suit : les seules va- 
luations normalisees sur Frac(A) qui sont > sur A sont les v p , pour p irreductible dans 
A. 

-52- Soit k un corps. Montrer que les seules valuations normalisees sur k(X) qui sont 
triviales sur k sont : 

- les vp, pour P G k[X] irreductible; 

- Voo definie par v 00 (F/G) := degG — degF pour F et G non nuls dans k[X\. 
Indications : si v est une valuation qui est > sur k[X], utiliser l'exercice 51. Sinon, 
remarquer que a := v(l/X) est strictement positif, et en deduire que v(F) = — adeg(F) 
pour tout polynome F^O. 

-53- Soient A un anneau integre, K son corps des fractions, M un sous-A-module non 
nul de K. 

(i) Montrer que tout morphisme de A-modules / : M — > K est de la forme x ^ ax, 
pour un unique a G K. 

(ii) En deduire un isomorphisme canonique entre le dual M* := Hom j4 (M, A) de M et le 
sous-A-module M' := {x G K \ xM C A} de X. 

(iii) On suppose que M est inversible, c'est-a-dire qu'il existe un sous-A-module N de 
K tel que MN = A. Montrer que M et N sont des ideaux fractionnaires, et que 
N = M'. 

(iv) On suppose que A est un anneau de Dedekind. Montrer que deux elements M 1 et 
M 2 de 1(A) ont meme classe dans C(A) si et seulement si ils sont isomorphes comme 
A-mocdules. 

-54- Soient / un ensemble et A un anneau. Montrer que l'anneau A 1 n'est noetherien que 
dans les cas suivants : 

(i) A = {0} ; 

(ii) A est noetherien et / est fini. 

-55- Soit X un intervalle de M, non vide et non reduit a un point. Montrer que l'anneau 
C(X,M) n'est pas noetherien. (Utiliser une suite strictement decroissante de fermes de X). 

-56- Generaliser 55 au cas d'un espace metrique infini. 

-57- Soit V un voisinage de dans R. Dans l'anneau C(V,M), montrer que l'ideal J des 
fonctions nulles en n'est pas de type fini. (Indication : si fi, . . . , f n G J, considerer la 
fonction^l/.l) 172 )- 

Montrer que l'ideal similaire dans l'anneau C°°(V, R) (en supposant V ouvert) est en- 
gendre par un element, mais que C°°(V, R) n'est pas noetherien. 

-58- Soit U un ouvert de C. On note H(U) l'anneau des fonctions holomorphes sur U. 
(i) Montrer que H(U) est integre si et seulement si U est connexe et non vide. 
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(ii) On suppose U connexe non vide. Pour tout p G U et tout / G H(U), on note 
ord p (/) G N U {00} l'ordre de / en p. Montrer que ord p se prolonge en une valuation 
(encore notee ord p ) sur le corps des fractions M(U) de H(U). Pour / G M(U), 
montrer que / G H(U) si et seulement si ord p (/) > pour tout p G U . En deduire 
que H(U) est integralement clos. 

(iii) Montrer que H(C) n'est pas noetherien. (Pour chaque n G N, considerer l'ideal I n des 
fonctions qui s'annulent en tous les entiers > n, et utiliser les fonctions [sin27r(,2 — 



-59- Soient A un anneau noetherien, et B une A-algebre qui est un A-module de type 
fini. Montrer que B est un anneau noetherien. 

-60- Soient A un anneau, I et J deux ideaux de A. On dit que I et J sont etrangers si 



(i) (« lemme chinois ») Si / et J sont etrangers, alors IdJ — IJet A/ (In J) ^(A/I) x 



(ii) Si / et J sont etrangers, et si / et K sont etrangers, alors I et JK sont etrangers. 

(iii) Si J et J sont etrangers, alors I m et J n sont etrangers (m et n quelconques dans N). 
(On donnera deux demonstrations : l'une par recurrence en utilisant (ii), l'autre en 
partant d'une relation 1 = i + j avec i G / et j G J, et en en deduisant une relation 
l=i' + f avec i! G I m et f G J n ). 

-61- Deux elements a et b d'un anneau A sont dits etrangers si les ideaux aA et bA sont 
etrangers (cf. exercice 60). Expliciter cette condition. Montrer qu'elle implique que a et b 
sont « premiers entre eux » (tout diviseur commun est inversible), et que la reciproque est 
vraie si A est principal. Donner un exemple ou elle est fausse (avec A integre). 

-62- Soit A un anneau de Dedekind. 

(i) Soit p un ideal premier non nul de A, et soit eel. Montrer que p/p e est engendre par 
un element (commencer par e = 2). En deduire que tout ideal de A/p e est engendre 
par un element. 

(ii) Soit J un ideal non nul de A. Montrer que tout ideal de A/ J est engendre par un 
element. (Utiliser la decomposition en ideaux premiers, la question precedente et 
l'exercice 60). 

-63- Generalisation de l'exercice 51 : soient A un anneau de Dedekind, et K son corps 
des fractions. Montrer que toute valuation normalisee v sur K qui est positive ou nulle sur 
A est de la forme v p , ou p est un ideal premier non nul de A, uniquement determine par 



Indications : on pose p = {x G A | v(x) > 0}. C'est un ideal premier non nul de A ; on 
va montrer que v — v p . 

On fixe n G A tel que v(ir) = 1. Alors 7r est dans p mais pas dans p 2 , ce qui entraine 
que p = it A + p 2 (cf. exercice 62 (i)), et que p e = ix e A + p e+1 pour tout eel Soit alors 



n)]/(z-n)). 



I + J = A. 



(A/J). 
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x G A non nul, et soit e = v p (x). On en deduit que x = yir e (mod p e+1 ), ou y G A verifie 
v p (y) = 0. On en tire v(x) = e en utilisant l'exercice 49 (ii). 

-64- Soient k un corps, et A une /c-algebre de dimension time n en tant que /c-espace 
vectoriel. 

(i) Montrer que le nombre d'ideaux maximaux de A est au plus n. (Si mi, . . . , m r sont 
des ideaux maximaux distincts, alors le morphisme A — > A/ mi x ••• x A/m r est 
surjectif, par le theoreme chinois.) 

(ii) Montrer qu'il existe une suite de sous-A-modules A = M D Mi • • • D M s — tel 
que les Mj/Mj+i avec < j < s soient simples (c'est-a-dire sans sous-module non 
trivial), et qu'alors s < n. 

(iii) Soient mi, . . . ,m r les ideaux maximaux distincts de A. Montrer que tout A-module 
simple est isomorphe a l'un des A/mi. 

(iv) Soient xi,...,x n dans l'intersection des m^. Montrer que xi • ■ • x n — 0. Indication : 
montrer que Xi • • • XiA C Mj. 

(v) Montrer que A — > A/m™ x • • • x A/m™ est un isomorphisme. 

Notez que les resultats de cet exercice s'appliquent aux sous-/c-algebres commutatives 
des M n (k), done generalisent la decomposition en sous-espaces caracteristiques pour un 
endomorphisme au cas d'endomorphismes commutant entre eux, et sans que les polynomes 
caracteristiques soient scindes. 

-65- Soit K une extension finie de Q. Soit m un ideal maximal de K%. Soit p la ca- 
racteristique de K%/m (rappelons que ce dernier est fini). Soit ml l'ensemble des x dans 
K tels que xm C K%. En appliquant l'exercice 64 a la F p -algebre Kz/pKz, montrer que 
m' 7^ K%. Indication : il suffit de voir qu'il existe un element non nul de p _1 Kz/Kz annule 
par m. La multiplication par p induit un isomorphisme de i^-modules de p~ 1 K^/Kx vers 
K%/pK%. Ceci donne done une demonstration plus directe que celle du cours du fait que 
les ideaux maximaux de K% sont inversibles dans le monoide des ideaux fractionnaires. 

-66- Dans cet exercice nous nous interessons aux ideaux de A := Z[\/— 5], l'anneau des 
entiers de K := Q(y/—5). Nous avons deja vu que cet anneau n'est pas factoriel (6 se 
factorise comme 2-3, mais aussi comme (1 + y/—5)(l — \J — 5)). La premiere chose a etudier 
est comment se factorisent les ideaux pA avec p dans N premier. Nous allons regarder en 
detail d'ou vient le probleme avec les deux factorisations en irreductibles de 6. En meme 
temps, nous anticipons la suite de ce cours : borne pour le groupe C(A), et reciprocity 
quadratique. Notons / := x 2 + 5, dans Z[x]. 

(i) Soit p dans N premier. Montrer que la F p -algebre A/pA est isomorphe a ¥ p x F p , 
a F p 2 ou a F p [t]/(t 2 ) suivant le cas ou / se decompose dans ¥ p [x] en deux facteurs 
distincts, est irreductible, ou un carre. Indication : considerer Z[x]/(f). 

(ii) Montrer que le discriminant de / est —20. Conclure que le dernier des trois cas de 
l'exercice precedent se produit seulement pour p = 2 et p = 5. 

(iii) Calculer aussi le determinant de la matrice donnant la forme trace de K sur Q, par 
rapport a une Z-base de A. 
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(iv) Soit p dans N premier, different de 2 et de 5. La reciprocite quadratique, que nous 
montrerons plus tard, dit que la condition « —5 est un carre dans F p » depend uni- 
quement de l'image de p dans (Z/20Z) X . Mieux, il existe un morphisme de groupes 
g: (Z/20Z) X — > {1,-1} tel que la condition « g(p) — 1 » equivaut a « —5 est un 
carre dans F p ». Calculez ce g, et verifiez ce resultat dans quelques cas (i.e., prendre 
quelques p\ et P2 avec meme image dans Z/20Z, et verifiez que —5 est un carre 
modulo pi si et seulement si c'est un carre modulo p 2 )- 

(v) En regardant A/2 A, montrer qu'il existe un unique ideal maximal vri2 de A qui 
contient 2. Montrer que vri2 = (2, 1 + \J— 5), et que 2A = m\. 

(vi) Montrer que les ideaux maximaux de A contenant 3 sont := (3,-1 + \J — 5) et 
mi = (3,-1 — Verifiez que 3 A = m^mi. 

(vii) Donner la factorisation de l'ideal 6 A en ideaux maximaux de A. Montrer que m,2, m 3 
et 7B3 ne sont pas principaux, mais que m^m^ et m2m~3 le sont, ainsi que m\ et m^fni 
(et aussi m|). Ceci explique les differentes factorisations de 6. 

(viii) Calculer des Z-bases de tous les ideaux maximaux de A qui contiennent un premier 
p dans N avec p < 19. Lesquels sont principaux? Montrer que si deux d'entre eux ne 
sont pas principaux, alors leur produit Test, en calculant cas par cas. Comment cela 
pourrait-il s'expliquer en termes du groupe C (A) ? 

-67- (extrait du partiel de mars 2002) On designe par m un entier positif, impair et sans 
facteur carre. On note K le corps quadratique Q(V~ 2m) = Q[X]/(X 2 + 2m) (on designe 
par V— 2m G K la classe de X) et A = K% l'anneau des entiers de K. (1) Soit I l'ideal de 
A engendre par 2 et V - 2m. Montrer que N(I) = 2. (Indication : on pourra calculer A/ 1, 
ou bien montrer que I 2 = 2A). 

(2) On suppose que m > 1. Montrer que A ne contient aucun element de norme 2, puis 
que A n'est pas factoriel. 

-68- (extrait de l'examen de mai 2003) Soit / = X 3 + 3X + 1 e Z[X]. Soient A l'anneau 
Z[X]/(f), et K l'anneau Q[X]/(f). On notera x la classe de X dans A, et Ton posera 
y — x + 1. 

(i) Montrer que / est irreductible dans 1\X\. 

(ii) Calculer le discriminant de /. 

(iii) Trouver (en en donnant des generateurs) les ideaux maximaux de A contenant 2, et 
donner leurs normes. 

(iv) Meme question pour les ideaux maximaux de A contenant 3. 

(v) Soit / l'ideal (3, y) de A. Montrer que 3 G I 2 (on pourra chercher une relation veriflee 
par y). 

(vi) Montrer que A est l'anneau des entiers de Q[X]/(f). 

(vii) Quels sont les nombres premiers ramifies dans A ? 

(viii) Quelle est la decomposition de 3A en produit d'ideaux maximaux de A ? 
-69- Soit A un anneau. 
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(i) Calculer disc(X 3 + X 2 ). 

(ii) Pour n G N et a G A, montrer que disc(X n - a) = (-l)^- 1 )^- 2 )/ 2 n n a n_1 . 

(iii) Pour / G ^[-X] unitaire et o e A, on pose g(X) = /(X + a). Calculer disc(g) en 
fonction de disc(/) et de a. 

-70- Soit K un corps, et soient f et g unitaires dans if [-X"]. 

(i) Montrer qu'il existe r G if tel que disc(fg) = r 2 disc (/) disc (g). (On distinguera 
suivant que f et g sont ou non premiers entre eux; s'ils le sont, on considerera 
K[X\/(fg)). 

(ii) Si B — K[X]/(f), montrer que Ton peut prendre r = N B / K (g(x)), ou x est la classe 
de x. (On pourra considerer les racines de / et de g dans une extension convenable 
de if). 

(iii) Generaliser au cas ou if est un anneau quelconque. 

-71- Soit / G M[X] unitaire. Calculer le signe de disc(/) en fonction du nombre de racines 
reelles (resp. nulles, resp. non reelles) de /. 

-72- Soient p un nombre premier, et soit q une puissance de p. On pose / = X q —p e 1\X\. 
Montrer que / est irreductible dans Z[X], et que l'anneau des en,tiers de Q(tfp) est Z[^/p]. 

-73- Soit f = X 3 - X 2 -1 e Z[X]. Montrer que / est irreductible, que disc(/) = -31, 
et que Z[X]/(f) est un anneau de Dedekind. 

-74- Calculer les symboles de Legendre suivants, par exemple en utilisant la reciprocite 
quadratique : (^), (Jg), (^), (^). 

-75- Soit p premier, p > 2. 

1. Montrer que t 4 + 1 est scinde sur F p 2. (Indication : les racines de t 4 + 1 dans un corps 
K de caracteristique differente de 2 sont les elements d'ordre 8 de K* .) 

2. Soit x une racine de t 4 + l dans F p 2. Montrer que x, —x, 1/x et —1/x sont des racines 
distinctes de t 4 + 1. 

3. Montrer que (x + 1/x) 2 = 2. 

4. Montrer que x + 1/x est dans ¥ p si et seulement si p = ±1 mod 8. (Indication : 
x + 1/x G F p equivaut a (x + l/x) p — x + 1/x.) 

5. Retrouver la formule du cours pour (j^j- 

-76- Le symbole de Jacobi (extrait de l'examen de septembre 2002). 

On note M l'ensemble des entiers positifs impairs; on le munit de la structure de 
monoide commutatif donnee par la multiplication. 

On note S le monoide multiplicatif {0, 1, —1}. 

On considere les applications Xi u '■ M — > Z/2Z definies par 

x (n) = ==i mod2 
u(n) = ^ mod2. 
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(1) Montrer que ^etw sont des morphismes de monoides de (M, x) dans (Z/2Z, +). 

Soient a et b deux entiers, avec b G M. On definit le symbole de Jacobi (|) G £ de la 
fagon suivante : on ecrit b = Y[ i= i Pi ou ^ es Pi son t premiers impairs, et Ton pose 

ou G £ est le symbole de Legendre. En particulier, (|) coincide avec le symbole de 
Legendre si b est premier. 

(2) Verifier les proprietes suivantes (en indiquant leur domaine de validite) : 

(i) (|) ne depend que de la classe de a modulo b 

(ii) (|) 7^ a et b sont premiers entre eux 

(iii) (f) = 1 (iv) (#) = (!) (£) 
(v) (|) = 1 (vi) (f ) = (!) (f ) 

(3) Soient a et 6 G M. Prouver les identites : 

(i) (=1 ) = (-l)xW (ii) (f) = (iii) (f) (J) = (_i)x(.)xW. 

(4) Soit a G Z et soit p > 2 un nombre premier. Expliquer comment trouver si a est un 
carre modulo p, en utilisant les questions precedentes, et sans decompostition en facteurs 
premiers. Ou sert l'hypothese que p est premier ? 

-77- Soit K un corps quadratique. Montrer que les conditions qu'un premier p soit de- 
compose, inerte ou ramifie dans K sont donnees par des congruences modulo disc(JT). (On 
pourra commencer par un exemple, disons Q(\/l5)). 

On pourra exprimer les resultats a l'aide du symbole de Jacobi. 

-78- Soit p un nombre premier ; on considere le polynome cyclotomique & P (X) = x ^ll = 
1 + X + ...+XP' 1 . 

(1) Si k est un corps de caracteristique differente de p, quelles sont les racines de $ p dans 
k ? Que se passe-t-il en caracteristique p ? 

(2) Soit I 7^ p un nombre premier. Montrer que $ p a une racine dans Fj si et seulement si 
I = 1 (mod p). 

(3) Montrer qu'il existe une infinite de nombres premiers congrus a 1 modulo p. 
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